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Résumé

Les crues sont définies par trois caractéristiques principales, soit la pointe, le volume et la
durée. Puisque ces trois variables sont corrélées, trois analyses fréquentielles univariées
ne permettent pas d’évaluer complétement la probabilité d’occurrence d’un événement
hydrologique. Une classe de copules dites méta-elliptiques, encore peu utilisée en pra-
tique, a donc été employée pour effectuer une modélisation trivariée de la pointe, du
volume et de la durée des crues. Un test d’adéquation de type Cramér-von Mises ré-
cemment développé par Genest et al. (2006) a aussi été mis en ceuvre afin de trouver
le meilleur ajustement. Cette méthodologie a été appliquée sur quatre bassins versants
québécois.
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Chapitre 1

Introduction

Plusieurs applications en hydrologie nécessitent 'utilisation de lois statistiques multi-
variées (analyse fréquentielle volume-débit de crue, analyse fréquentielle durée-déficit
des étiages, modélisation stochastique multi-site des précipitations, ...). Les approches
utilisées classiquement sont limitées car elles ne permettent d’utiliser qu'un nombre
restreint de distributions (normale multivariée, gamma bivariée, Gumbel bivariée, .. .)
et dans la majorité des cas en dimension deux. De plus, les marges des lois multivariées
classiques doivent étre similaires.

Une approche alternative réside dans 1'utilisation de copules (Nelsen, 1999). Les co-
pules sont des fonctions de répartition dont les marges sont uniformes (Sklar, 1959).
Elles permettent de modéliser la structure de dépendance indépendamment des distri-
butions marginales. Grace a elles, on peut donc former des distributions multidimen-
sionnelles avec différentes marginales et la structure de dépendance sera donnée par la
copule.

Dans la littérature, en dehors du domaine de la statistique, c¢’est surtout en finance
et en actuariat que 'on retrouve ’approche par copules, laquelle est encore trés peu
utilisée dans le domaine de 'hydrologie. On peut néanmoins citer Favre et al. (2004),
Salvadori et De Michele (2004) et De Michele et al. (2005) qui ont employé les copules
pour faire des analyses fréquentielles bivariées.

Les crues sont le plus souvent décrites par trois caractéristiques principales : la
pointe, le volume et la durée. L’analyse fréquentielle univariée est I’approche que pri-
vilégient généralement les hydrologues pour analyser le risque associé aux événements
hydrologiques extrémes. Cette méthode statistique consiste a étudier des événements
historiques afin d’en évaluer les probabilités d’apparition future. Elle permet de four-
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nir aux autorités responsables de I'aménagement les éléments de décision nécessaires.
De plus, elle livre aux ingénieurs chargés de la réalisation des ouvrages les bases de
dimensionnement nécessaires.

Cependant, comme ces trois variables sont corrélées, des analyses fréquentielles uni-
variées ne sont pas en mesure de fournir une évaluation compléte de la probabilité
d’occurrence de I'événement considéré. Prenons par exemple la crue de conception d'un
ouvrage hydraulique en riviere, laquelle est déterminée par la pointe et le volume de la
crue. Pour ces deux variables, on doit obtenir des valeurs correspondant a une proba-
bilité conjointe au non-dépassement p, ou de facon équivalente & une période de retour
bivariée T' = 1/(1 — p). Cette estimation doit étre aussi précise que possible. En effet,
une surestimation conduit a un sur-dimensionnement des ouvrages, entrainant ainsi des
colits de construction trop élevés, alors qu’une sous-estimation augmente les risques
d’inondation ou de bris de 'ouvrage, et éventuellement des pertes matérielles, voire
humaines.

Plusieurs études considérent une modélisation bivariée, soit du débit et du volume,
soit du volume et de la durée; voir par exemple Singh et Singh (1991); Goel et al.
(1998); Yue (2000) pour des modélisations débit—volume et Yue et al. (1999) pour
un exemple de modélisation volume—durée. Cependant aucune étude n’a encore été
effectuée en dimension trois sans utiliser une hypothése simplificatrice de normalité qui
est souvent erronée.

L’objectif de ce mémoire est de réaliser une analyse fréquentielle trivariée des crues
(pointe, volume et durée) en utilisant les copules. Ainsi, les résultats de cette analyse
permettront de produire par exemple la distribution conjointe associée aux données.
Plus particulierement, la classe des copules méta-elliptiques sera étudiée, compte tenu
de sa flexibilité et du fait qu’elle peut étre employée en dimension p > 2 quelconque.
De plus, un test d’adéquation basé sur la statistique de Cramér—von Mises (Genest
et al., 2006) justifiera le choix de la copule la mieux adaptée aux données. Pour ce faire,
I'utilisation d’un bootstrap paramétrique & deux niveaux nous permettra de comparer
la distribution théorique a la distribution échantillonnale et ainsi d’obtenir un seuil
observé.

Le chapitre IT introduit d’abord les données utilisées tout au long de ce mémoire.
Il expose également une analyse univariée sur chacune des variables. Le chapitre III
présente une analyse de dépendance pour chaque paire de variables étudiées. Quant au
chapitre IV, il définit plus précisément la notion de copule méta-elliptique ainsi que
la fagon de la simuler. Le chapitre V présente les tests d’adéquation des copules, I'al-
gorithme du bootstrap paramétrique & deux niveaux ainsi que quelques réflexions sur
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I'implantation informatique de ces algorithmes. Pour finir, le chapitre VI dévoile les
résultats des applications effectuées selon les méthodes proposées aux chapitres précé-

dents. Une courte conclusion compléte 'ouvrage.



Chapitre 2

Analyse univariée

2.1 Présentation des données

L’étude porte sur quatre bassins versants, a savoir ceux des riviéres Ashuapmushuan,
Batiscan, Harricana et Romaine. La figure 2.1 montre la localisation exacte des cours
d’eau correspondants sur le territoire québécois. A premiére vue, on remarque qu’elles
sont situées dans quatre régions administratives différentes. D’ailleurs, ces riviéres ont
été choisies pour leurs caractéristiques distinctes, telles que présentées au tableau 2.1,
dont la taille du bassin versant et le nombre d’années d’observations disponibles. Dans
deux cas, les données ne représentent pas des séries continues, du fait que la collecte a
été interrompue pendant un certain laps de temps.

Pour chacune des années mentionnées dans le tableau 2.1, on dispose de séries
d’observations journaliéres de débit (en m3/s) de chacune des riviéres. Le débit est
le volume d’eau passant en un point d’un cours d’eau par unité de temps, ce qui est
généralement mesuré en meétres cubes par seconde. Pour déterminer le débit moyen
d’une riviére, on prend a plusieurs endroits des mesures de profondeur du cours d’eau,
ainsi que de la vitesse du courant, puis on intégre le tout sur la section de la riviére. A
partir de cela, on peut donc construire un graphique des débits journaliers de la riviére,
qu’on nomme un hydrogramme.

La crue est la hausse du niveau de I'eau, et donc 'augmentation du débit d'un cours
d’eau. Au Québec, on distingue généralement deux événements de crue par année : la
crue de printemps et la crue d’été/automne. La premiére est conditionnée par la fonte
de la neige et les précipitations liquides du printemps. La seconde est induite unique-
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F1G. 2.1 — Localisation des stations & 'étude

Riviére Région Taille du Période Etendue
administrative | bassin d’échantil- | finale
(km?) lonnage
(années)

Ashuapmushuan | Saguenay- 15 300 37 1963 a 1999
061901 Lac-Saint-Jean
Batiscan Mauricie 4 480 52 1924 & 1942
050304 1968 a 2000
Harricana Abitibi- 3 680 85 1915 & 1999
080101 Témiscamingue
Romaine Cote-Nord 13 000 47 1957 & 1959
073801 1961 a 2004

TAB. 2.1 — Principales caractéristiques des bassins versants a l’étude

ment par de fortes précipitations liquides. Dans le présent mémoire, on a considéré
uniquement les crues printaniéres. Il est a noter que celles-ci correspondent aux crues
maximales annuelles sur les grands bassins versants québécois.

La durée de la crue est égale au nombre de jours entre le début et la fin de la crue,
tel qu’évalué par des experts hydrologues, a partir d’'un hydrogramme. Le volume est
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I’aire sous la courbe située entre le début et la fin de la crue, telle qu’on peut I'observer
dans un hydrogramme. La pointe est définie comme étant le débit maximal survenant
entre les début et fin de crue identifiés par les experts. Les définitions de la crue, du
volume et de la durée sont illustrées a la figure 2.2.

Ashuapmushuan
Année 1995
1600

—_

2 1400 /n
) Pointe J

£ o

= \

3 1000

T‘ 800 { \-\

£ |

S

=5 60

2. j Volume /\
ey 400

= N
‘@ 200 @

[=] durée

e
1 11 21 31 41 51 61 71 81 91 101 111 121 131 141 151 161 171 181 191 201 211 221 231 241 251 261 271 281 291 301 311 321 331 341 351 361
Jour

F1G. 2.2 — Représentation graphique des trois variables a ’étude : pointe, volume et
durée de crue (hydrogramme de crue de I’Ashuapmushuan pour 'année 1995)

Le présent chapitre propose un exemple d’analyse fréquentielle univariée de chacune
des trois variables, soit la pointe, le volume et la durée, pour 1’Ashuapmushuan. On
cherche a étudier les événements passés sur ce bassin versant dans le but de prédire
les probabilités d’apparition future. Pour ce qui est des résultats concernant les autres
riviéres, il est possible de se référer & Jacques (2004).

2.2 Pointe

2.2.1 Statistiques descriptives

La figure 2.3 illustre le graphique d’une série temporelle de la pointe en fonction de
I’année. Elle ne suggére la présence d’aucune donnée aberrante ou de tendance dans les
observations.

Une analyse exploratoire a ensuite été effectuée pour avoir une idée de la moyenne, de
I’écart-type, du minimum, du maximum, de la médiane et de divers coefficients concer-
nant les pointes sur le bassin versant de I’Ashuapmushuan. Le tableau 2.2 présente ces
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F1G. 2.3 — Série chronologique de la pointe de I’Ashuapmushuan pour les années 1963
a 1999

résultats. Les coefficients d’asymétrie et d’aplatissement indiquent que la distribution
est légérement asymétrique et plus aplatie qu’'une distribution normale.

Statistique

Taille de I’échantillon 37

Débit minimal 610
Débit maximal 2400
Débit moyen 1420
Ecart-type 383
Débit médian 1420
Coefficient de variation 0,27
Coefficient d’asymétrie 0,32
Coeflicient d’aplatissement | 2,93

TAB. 2.2 — Statistiques descriptives de la pointe de I’Ashuapmushuan

Par la suite, une vérification de la normalité a été réalisée a ’aide d’un graphique
et des tests classiques de Shapiro-Wilk, Kolmogorov-Smirnov, Cramér-von Mises et
Anderson—Darling. Aucun des tests ne permet de réfuter I’hypothése selon laquelle
I’échantillon de la pointe est normalement distribué. Ceci est confirmé visuellement par
la droite de Henry présentée a la figure 2.4. Sur ce graphique, communément appelé
papier de probabilité normal par les hydrologues (voir Haché et al. (1999)), les obser-
vations sont tracées en fonction des probabilités empiriques de I’échantillon. Pour un
échantillon normal, les observations devraient étre alignées, ce qui est bien le cas ici.
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F1G. 2.4 — Observations sur papier de probabilité normal des quantiles de la pointe en
fonction de la loi de probabilité empirique au non-dépassement de I’Ashuapmushuan

2.2.2 Tests d’hypothése

Le tableau 2.3 présente les résultats de trois tests utilisés pour vérifier si les données
de I’échantillon sont indépendantes et identiquement distribuées. On doit s’assurer de
cette condition afin de pouvoir ajuster une distribution statistique par la suite.

Tests d’hypothése Statistique | Seuil observé
Test d’indépendance de Wald—Wolfowitz | |U| = 1,55 0,1221
Test de stationnarité de Kendall |K| =0,04 0,9687
Test d’homogénéité de Wilcoxon W] =0,15 0,8792

TAB. 2.3 — Tests d’hypothése pour vérifier le caractére aléatoire de I’échantillon des
pointes de I’Ashuapmushuan

Le test de Wald—Wolfowitz permet de vérifier I'indépendance mutuelle des données.
Son seuil étant supérieur a 5%, on peut conclure qu’il n'y a pas d’autocorrélation entre
les observations. De plus, le graphique 2.5 des autocorrélations de la variable pointe
appuie cette affirmation.

Le test de Kendall permet d’éprouver I'hypothése selon laquelle les données sont
stationnaires, c’est-a-dire que la série n’a pas tendance a augmenter (ou diminuer) avec
le temps. Cette hypothése nulle étant ici acceptée au seuil de 5%, on conclut qu’il n’y
a aucune tendance dans les données.

Le test d’homogénéité de Wilcoxon permet de vérifier si la moyenne de la série de
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F1G. 2.5 — Graphique des autocorrélations de la variable pointe de I’Ashuapmushuan ;
les deux lignes horizontales représentent un intervalle de confiance a 95%

1963 a 1981 est significativement différente de celle de la série de 1982 a 1999. Le seuil
observé trés fort nous conduit a accepter ’hypothése nulle & 'effet que les moyennes
des deux sous-échantillons sont égales.

2.2.3 Ajustement de lois

Bien que la pointe de I’Ashuapmushuan puisse étre modélisée a 'aide de la loi normale,
plusieurs autres distributions statistiques ont été envisagées. Pour ce faire, nous avons
utilisé le logiciel Hyfran (Chaire en hydrologie statistique, 2002), qui permet d’ajuster
les 15 lois de probabilité les plus utilisées en hydrologie. D’un point de vue théorique,
la loi GEV devrait étre utilisée, mais comme la taille de ’échantillon est faible, il est
possible que d’autres lois conviennent mieux aux données. Le tableau 2.4 précise la
paramétrisation des lois utilisées dans la suite.

Un graphique superposant les probabilités empiriques et théoriques des distribu-
tions gamma, normale, GEV, Pearson type III et log-Pearson type III a été réalisé. Ce
graphique est présenté a la figure 2.6.

Le tableau 2.5 présente en outre la valeur observée des critéres d’information bayé-
sien (BIC) et de Akaike (AIC). Ces critéres permettent de comparer le degré d’ajuste-
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f(x) loi
m):é{l—g(x—u)}%_lexp [—{1—§(x—u)}%] GEV
flz) == exp { — exp ( %“)} Gumbel
flz) = oy (- m))‘_l exp{—a(z —m)} Pearson type III
f(z) = (;)x(ln:c —m)* texp{—a(lnz —m)} log-Pearson type III
f(x) = %xkl exp(—ax) gamma
flx) = 7= exp {— (xz_,,’é) - } normale
fla) = 2ircrx exp {—%} log-normale

flz) =T85S 1)x’\1 Lexp(—apz) + (1 — H)F(A ) 2 Lexp(—azz) mélange de gamma

27r<71

f(z) =11 ep{ %}—l—(l—ﬂ)r ep{ M} mélange de normales
1

TAB. 2.4 — Paramétrisation de sept lois univariées communément utilisées en hydrologie

ment des différentes lois, en tenant compte du nombre de leurs paramétres. Les meilleurs
ajustements correspondent aux plus faibles valeurs de ces statistiques. On peut se référer
a Press (2003) pour avoir une définition plus détaillée de ces deux critéres.
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F1G. 2.6 — Graphique de comparaison des ajustements des lois de la pointe de I’Ashuap-
mushuan

Comme le but de 'analyse fréquentielle est d’estimer le risque associé aux événe-
ments hydrologiques extrémes et donc d’extrapoler les quantiles, nous avons privilégié
les lois qui ajustaient le mieux les observations extrémes (queue supérieure de la distri-
bution) visuellement. Nous avons donc conclu que la loi gamma de paramétres & = 0, 01
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Modéle Nb | BIC AIC
Loi gamma 2 | 551,12 | 547,90
(Maximum de vraisemblance)

Loi normale 2 | 551,37 | 548,15
(Maximum de vraisemblance)

Loi GEV 3 | 554,37 | 549,54
(Maximum de vraisemblance)

Loi Pearson type III 3 | 554,37 | 549,54
(Maximum de vraisemblance)

Loi log-Pearson type III 3 | 554,40 | 549,57
(Méthode SAM)

TAB. 2.5 — Critéres de comparaison des ajustements des lois de la pointe de I’Ashuap-
mushuan

et A= 13,45 (courbe en vert foncé dans la figure 2.6) représente le meilleur compromis
pour 'ajustement de la variable pointe, particuliérement a des fins d’extrapolation. De
plus, dans ce cas les critéres BIC et AIC sont minimums. Les estimations des paramétres
sont celles produites par la méthode du maximum de vraisemblance.

2.3 Volume

2.3.1 Statistiques descriptives

La figure 2.7 présente le graphique de la série temporelle du volume (en hm?®) en fonction
des années. A premiére vue, rien d’inhabituel ne ressort de ce graphique.

Le tableau 2.6 rapporte les statistiques descriptives calculées sur les données dans le
but de quantifier leur variation. On remarque a nouveau une trés légére asymétrie de la
distribution, comme celle qui a déja été observée pour la pointe. De plus, le coefficient
d’aplatissement est un peu moins élevé que celui d’une loi normale.

L’hypothése de normalité a été vérifiée par les mémes méthodes que pour la pointe.
D’aprés la figure 2.8, les observations en fonction des probabilités empiriques sont re-
lativement bien alignées. L’hypothése a donc été retenue, d’autant plus qu’aucun des
quatre tests ne permettait de la refuser au seuil de 5%.
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F1G. 2.7 — Série chronologique du volume de I’Ashuapmushuan pour les années 1963 a
1999

Statistique

Taille de I’échantillon 37

Volume minimal 2369
Volume maximal 7637
Volume moyen 4767
Ecart-type 1133
Volume médian 4801
Coeflicient de variation 0,24
Coefficient d’asymétrie 0,07
Coefficient d’aplatissement | 2,65

TAB. 2.6 — Statistiques descriptives du volume de I’Ashuapmushuan

2.3.2 Tests d’hypothése

Le tableau 2.7 donne les résultats des trois tests utilisés en vue de vérifier si les don-
nées de I’échantillon sont indépendantes et identiquement distribuées. Comme on peut
le constater, rien ne permet de rejeter cette hypothése, au seuil de 5%. De plus, le
graphique des autocorrélations, présenté a la figure 2.9, nous indique aucune autocor-
rélation significative entre les données.



Chapitre 2. Analyse univariée

9000

8000
7000

& 5000

£

£ 5000

et

£ om0

o

< 3000
2000
1000

Ashuapmushuan

0.000

BHTFRA

=

13

F1G. 2.8 — Observations sur papier de probabilité normal des quantiles du volume en

fonction de la loi de probabilité empirique au non-dépassement de I’Ashuapmushuan

Tests d’hypothése

Statistique

Seuil observé

Test d’indépendance de Wald—Wolfowitz | |U| = 0,33 0,7407
Test de stationnarité de Kendall |K| = 0,09 0,9270
Test d’homogénéité de Wilcoxon |W| = 0,62 0,5334

TAB. 2.7 — Tests d’hypothése pour vérifier le caractére aléatoire de I’échantillon des

volumes de I’Ashuapmushuan
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Fic. 2.9 — Graphique des autocorrélations de la variable volume de I’Ashuapmushuan ;

les deux lignes horizontales représentent un intervalle de confiance a 95%
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2.3.3 Ajustement de lois

La figure 2.10 présente un graphique sur papier de probabilité normal, superposant les
observations aux lois normale, log-Pearson type I11, Pearson type 11l et GEV. De plus, le
tableau 2.8 sert a comparer numériquement les ajustements des différentes lois. Comme
I’ajustement visuel est trés semblable pour les différentes lois, nous avons choisi la loi
présentant le meilleur critéere BIC et AIC. La loi normale de paramétres g = 4766, 95
et 6 = 1133,06 était donc la plus appropriée pour les données. Les estimations de ses
parameétres ont été obtenues par la méthode du maximum de vraisemblance.
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F1c. 2.10 — Graphique de comparaison des ajustements des lois du volume de I’ Ashuap-

mushuan
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Modéle Nb | BIC AIC
Loi normale 2 | 631,64 | 628,42
(Maximum de vraisemblance)

Loi log-Pearson type III 3 635,07 | 630,24
(Maximum SAM)

Loi Pearson type III 3 |635,20 | 630,37
(Maximum de vraisemblance)

Loi GEV 3 |635,25 | 630,41
(Maximum de vraisemblance)

TAB. 2.8 — Critéres de comparaison des ajustements des lois du volume de I’Ashuap-

mushuan
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2.4

Durée

2.4.1 Statistiques descriptives

15

La figure 2.11 illustre la série chronologique représentant la durée (en jours) de la

crue sur I’Ashuapmushuan. Les statistiques descriptives de ’échantillon sont également
présentées au tableau 2.9.
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F1G. 2.11 — Série chronologique de la durée de I’Ashuapmushuan pour les années 1963

a 1999

Statistique

Taille de I’échantillon 37
Durée minimale 63
Durée maximale 127
Durée moyenne 93,22
Ecart-type 12,59
Durée médiane 94
Coefficient de variation 0,14
Coefficient d’asymétrie 0,25
Coefficient d’aplatissement | 3,37

TAB. 2.9 — Statistiques descriptives de la durée de I’Ashuapmushuan
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D’aprés la droite de Henry présentée a la figure 2.12, les observations sont bien
alignées, a ’exception des valeurs extrémes. On peut donc supposer ici encore que les
données sont normales. D’ailleurs, ce choix est cohérent avec les seuils observés des
quatre tests de normalité, qui sont tous supérieurs a 15%.
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F1G. 2.12 — Observations sur papier de probabilité normal des quantiles de la durée en
fonction de la loi de probabilité empirique au non-dépassement de 1’Ashuapmushuan

2.4.2 Tests d’hypothése

Les tests d’indépendance, de stationnarité et d’homogénéité nous indiquent que les
données sont indépendantes et identiquement distribuées. En effet, I’hypothése nulle
est acceptée au seuil de 5% dans les trois cas; voir le tableau 2.10. Le graphique 2.13
confirme également 1’hypothése d’indépendance.

Tests d’hypothése Statistique | Seuil observé
Test d’indépendance de Wald—Wolfowitz | |U| = 0,44 0,6562
Test de stationnarité de Kendall |K|=0,75 0,4560
Test d’homogénéité de Wilcoxon |W| = 0,27 0,7840

TAB. 2.10 — Tests d’hypothése pour vérifier le caractére aléatoire de 1’échantillon des
durées de I’Ashuapmushuan

2.4.3 Ajustement de lois

Selon la figure 2.14, les lois normale, log-normale, Pearson type III et GEV s’ajustent as-
sez similairement aux observations. Cependant, la loi log-normale semble mieux s’ajus-



Chapitre 2. Analyse univariée 17
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F1G. 2.13 — Graphique des autocorrélations de la variable durée de 1I’Ashuapmushuan ;
les deux lignes horizontales représentent un intervalle de confiance a 95%

ter & la queue supérieure de la distribution. Le tableau 2.11 donne aussi d’autres carac-
téristiques sur 'ajustement des lois. Il est a souligner que les critéres BIC et AIC sont
quasiment équivalents pour les lois normale et log-normale. Nous avons par conséquent
choisi de privilégier la loi log-normale de paramétres o = 4,53 et 6 = 0, 14. 1l s’agit,
comme précédemment, d’estimations a vraisemblance maximale.
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F1G. 2.14 — Graphique de comparaison des ajustements des lois de la durée de I’Ashuap-
mushuan
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Modéle Nb | BIC AIC
Loi normale 2 | 298,65 | 295,42
(Maximum de vraisemblance)

Loi log-normale 2 | 298,77 | 295,55
(Maximum de vraisemblance)

Loi Pearson type 111 3 301,99 | 297,15
(Maximum de vraisemblance)

Loi GEV 3 | 302,37 | 297,54
(Maximum de vraisemblance)

TAB. 2.11 — Critéres de comparaison des ajustements des lois de la durée de I’Ashuap-
mushuan

2.5 Synthése

Le tableau 2.12 présente un résumé des résultats pour les quatre bassins versants a
I’étude. En effet, une analyse fréquentielle similaire a celle présentée dans ces derniéres
pages a également été effectuée pour les trois autres riviéres.

Il est & souligner que des hypothéses d’homogénéité et de stationnarité ont da étre
supposées pour le cas de la riviére Batiscan, étant donné qu’aucune mesure de débit ne
fut prise entre les années 1943 et 1967.

Une difficulté particuliére a été rencontrée dans le cas de la Romaine, puisque le test
de Wilcoxon a alors conduit au rejet de ’hypothése nulle d’homogénéité des séries dans
les cas des variables pointe et volume. On a alors da trouver un mélange de deux lois
s’adaptant bien a la situation. Un mélange de lois comprend les paramétres associés a
chacune des deux lois utilisées, en plus d’'un parameétre représentant la probabilité de
choisir la premiére des deux lois.

Dans le cas du volume de la Romaine, par exemple, on a essayé deux mélanges de
lois, soit en utilisant deux lois normales ou encore deux lois gammas. La figure 2.15
présente les résultats de ces deux essais. Comme on peut le voir, le mélange de lois
normales s’ajuste mieux aux données du volume de la Romaine.
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Riviére Pointe Volume Durée
Ashuapmushuan | gamma normale log-normale

(0,01; 13,45) (4766,95 ; 1133,06) (4,53; 0,14)
Batiscan GEV Pearson type III Pearson type III

(142,93 ; 0,23 ; 534,88) (0,03; 79,33; —1471,06) | (0,32; 20,72; 26,22)
Harricana log-normale Pearson type III Gumbel

(5,20 0,25) (0,01; 6,76 ; 408,52) (9,95 107,69)
Romaine Mélange de gamma Mélange de normale gamma

(0,23; 15,86; 0,01 ; (0,60; 4478,51; 823,16; | (0,45 ; 41,63)

3,85 0,01) 5719,20 ; 489,32)

TAB. 2.12 — Tableau synthése : loi des marginales pour les quatre bassins versants

Fi1G. 2.15 — Graphique de comparaison des ajustements des mélanges de lois normale
et gamma aux données du volume de la Romaine
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Analyse de la dépendance

3.1 Analyse de la dépendance

L’analyse de la dépendance peut démarrer de deux maniéres différentes, soit par 'exa-
men de caractéristiques statistiques ou encore par des graphiques. Au plan statistique,
trois mesures classiques ont été utilisées, a savoir le coefficient de corrélation de Pearson,
la corrélation des rangs de Spearman et le tau de Kendall. Leurs définitions, rappelées
ci-dessous, sont tirées de Capéraa et Van Cutsem (1988).

Le coeflicient de corrélation de Pearson, défini par

i=1 i=1

est une mesure d’association paramétrique entre deux variables aléatoires continues. Il
mesure l'existence d’une relation linéaire entre les données.

Le rho de Spearman et le tau de Kendall sont pour leur part des mesures d’associa-
tion non paramétriques basées sur les rangs des observations. Le rho de Spearman est
défini par

n

S (S— R” (3.2

n=1—-———=
P n(n* —1) =

ou S; et R; sont respectivement les rangs des variables X; et Y.
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Quant au tau de Kendall, il est donné par

_2(C-D)

= nn—1)"

(3.3)

ou C' et D représentent respectivement le nombre de paires concordantes et discordantes.
On dit que deux paires (X;,Y;) et (X;,Y;) sont concordantes lorsque

(Xi —X;)(Yi—Y;) >0
et qu’elles sont discordantes quand
(Xi = X;)(Y; = Yj) <0.

Noter que la probabilité d’avoir (X; — X;)(Y; — Y;) = 0 est nulle lorsque les lois des
variables concernées sont continues.

Dans les trois cas, les équations présentées sont les versions échantillonnales des
coefficients. Il existe aussi une valeur théorique pour chacun de ceux-ci, obtenue & par-
tir de la population. On remarque que si les variables sont indépendantes, les valeurs
théoriques de chacun de ces coeflicients seront égales & 0 et leurs valeurs expérimentales
seront généralement proches de 0. Par ailleurs, une corrélation théorique ou échan-
tillonnale prés de 1 ou de —1 indique une dépendance tres forte, qui est soit positive ou
négative selon le cas.

Les coefficients non paramétriques atteignent les bornes + 1 dés qu’il existe une
dépendance fonctionnelle entre les variables. Toutefois, le coefficient de corrélation de
Pearson est plus restrictif dans sa mesure de la dépendance, en ce qu’il n’égale £+ 1
que si les variables sont une fonction linéaire I'une de ’autre. Un autre avantage des
coefficients non paramétriques est qu’ils sont théoriquement toujours bien définis, ce
qui n’est pas le cas pour le coefficient de corrélation de Pearson.

Pointe—Volume

Pointe—Durée

Volume—Durée

Corrélation de Pearson 0,6601 0,0353 0,6574
Rho de Spearman 0,5930 0,0384 0,6569
Tau de Kendall 0,4301 0,0123 0,4940

TAB. 3.1 — Mesures de la dépendance entre la pointe, le volume et la durée de I’Ashuap-
mushuan

On observe dans le tableau 3.1 que les trois statistiques sont cohérentes dans leur
estimation du degré de dépendance entre les variables mesurées sur 1I’Ashuapmushuan.
Il est & noter que sous ’hypothése nulle d’indépendance entre chacune des paires de
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variables, le rho de Spearman suit une loi normale de moyenne 0 et de variance 1/(n—1),
ou n est la taille de I’échantillon. Ceci nous permet de calculer le seuil observé associé a
cette statistique. De méme, le tau de Kendall suit une loi normale de moyenne 0 et de
variance 2(2n + 5)/{9n(n — 1)}. On obtient donc des seuils observés qui indiquent une
forte dépendance entre les variables pointe-volume et volume-durée. Cependant, cette
dépendance est non significative dans le cas des variables pointe—durée.

Les relations entre les variables pointe, volume et durée sont illustrées deux a deux
a la figure 3.1. Les trois graphiques de la premiére ligne montrent des nuages de points
des rangs des variables a partir desquels on peut avoir une idée a priori de la valeur du
rho de Spearman ou du tau de Kendall.
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F1G. 3.1 — Graphiques de nuages de points, khi-plot et K-plot illustrant la dépendance
entre la pointe, le volume et la durée pour I’Ashuapmushuan
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Pour mieux appréhender la dépendance, on peut également construire un khi-plot.
Ce graphique, introduit par Fisher et Switzer (1985), est inspiré des cartes de controle.
Pour construire un khi-plot, on commence d’abord par calculer, pour chaque couple
(X;,Y:), les trois statistiques suivantes :

H = #{j#i: X, <X,,Y; <Y}/(n—-1),
Fpo= #i#i:X; < Xit/(n—1),
Gi = #li#i:Y;<Yi}(n—1)

Sous I’hypothése d’indépendance, on s’attendrait & avoir H; ~ F; x G;. C’est cette
caractéristique que le khi-plot cherche a exploiter en représentant sur un graphique les
paires de points (A;, x;), ol

H, - FG,
VE(L - F)Gi(1-G))
et
\i = 4 signe(F;G;) max(F2, G?), (3.5)

ou F,=F—1/2et Gy =G;—1/2 pour 1 <i < n.

L’équation (3.4) donne une mesure de la distance entre le couple (X;,Y;) et le centre
du nuage de points. Elle est comprise entre —1 et 1. Il faut aussi remarquer que les

1 1\2
N <4 — - =
Al <n—1 2)

sont généralement enlevées dans le but d’éviter les valeurs aberrantes.

paires telles que

L’équation (3.5) présente la corrélation associée aux n — 1 paires (X;;,Y;;) d’indica-
trices obtenues en fixant X; et Y; et en posant

Xij:{ 1 SinSXZ‘,

0 sinon,

}%:{1$msn,

0 sinon,

pour tout j # i. Les valeurs de I’équation (3.5) sont également comprises entre —1 et 1.

De plus, une propriété intéressante de la statistique x; est son étroite liaison avec
la statistique du khi-deux. En effet, en multipliant ’équation (3.4) par /n et en éle-
vant au carré, on obtient la statistique du khi-deux, qui sert généralement a tester
I'indépendance dans des tableaux de fréquences.
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Sous le postulat d’indépendance, la trés grande majorité des points devrait se situer
a lintérieur d’une bande de confiance autour de l’axe horizontal. Si toutefois la dé-
pendance est forte, la statistique y; prendra de grandes valeurs positives ou négatives.
De fait, les bornes indiquées sur les graphiques représentent des limites de controle &
I'intérieur desquelles devraient se situer environ 95 % des observations sous I’hypothése
d’indépendance.

Les khi-plots de I’ Ashuapmushuan sont présentés a la deuxiéme ligne de la figure 3.1.
On peut remarquer que la dépendance est fortement positive pour 'interaction pointe
et volume ainsi que pour l'interaction volume et durée. Quant & l'interaction pointe et
durée, elle présente une trées faible dépendance.

Le K-plot, proposé récemment par Genest et Boies (2003), est une autre méthode
graphique permettant de visualiser la dépendance. Cette technique s’inspire plutot de
la droite de Henry. On peut construire le K-plot en trois temps, en procédant comme
suit :

1. Calculer H; = #{j #1: X; < X,,Y; <Y;}/(n —1).
2. Ordonner les H; tel que Hy < --- < Hy.

3. Tracer les paires (Wi, H(;)), 1 < @ < n, ot W, représente l'espérance de la iéme
statistique d’ordre d’un échantillon de taille n de loi Ky(w) = w — wlog(w) pour
w € [0,1]. Genest et Boies (2003) montrent que K est la loi asymptotique de H;
sous I’hypothése d’indépendance.

Le K-plot est une méthode de visualisation non paramétrique de la dépendance,
puisqu’elle est basée sur les rangs des données. Donc, plus les données sont prés de
la diagonale, plus la dépendance est faible. Au contraire, si les données sont prés de
la borne supérieure, la dépendance est forte. Une dépendance négative extréme de —1
serait illustrée par une droite horizontale égale a 0.

Comme on pourrait s’y attendre, les K-plots de I’Ashuapmushuan sont cohérents
avec les khi-plots et les mesures statistiques de dépendance. Tous indiquent une dépen-
dance positive entre la pointe et le volume, ainsi que le volume et la durée, et un faible
degré de dépendance entre la pointe et la durée.

3.2 Synthése

Une analyse de la dépendance a également été effectuée pour les trois autres bassins
versants. Les mesures d’association résultantes sont présentées aux tableaux 3.2, 3.3 et
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3.4. On remarque particuliérement les valeurs obtenues pour la Batiscan et la Romaine,
qui sont fortement négatives en ce qui a trait a l'interaction pointe et durée, mais
positives pour les interactions pointe et volume ainsi que volume et durée. Ces deux
cas justifient I’emploi d’une analyse trivariée, qui pourrait tenir compte de cette forte

Riviére Pointe—Volume | Pointe—Durée | Volume—Durée
Ashuapmushuan 0,6601 0,0353 0,6574
Batiscan 0,4463 —0,3191 0,2882
Harricana 0,7859 —0,1417 0,3474
Romaine 0,5832 —0,4756 0,2124

pour les quatre bassins versants

TAB. 3.2 — Coefficient de corrélation de Pearson entre la pointe, le volume et la durée

Riviére Pointe—Volume | Pointe—Durée | Volume—Durée
Ashuapmushuan 0,5930 0,0384 0,6569
Batiscan 0,5306 —0,2886 0,2145
Harricana 0,6961 —0,1617 0,3880
Romaine 0,5892 —0,3943 0,2260

bassins versants

TAB. 3.3 — Rho de Spearman entre la pointe, le volume et la durée pour les quatre

Riviére Pointe—Volume | Pointe—Durée | Volume—Durée
Ashuapmushuan 0,4301 0,0123 0,4940
Batiscan 0,3816 —0,1893 0,1576
Harricana 0,5221 —0,0966 0,2622
Romaine 0,4070 —0,2812 0,1471

versants

TAB. 3.4 — Tau de Kendall entre la pointe, le volume et la durée pour les quatre bassins




Chapitre 4

Aspects théoriques des copules
méta-elliptiques

Vu la corrélation entre la pointe, le volume et la durée, il est clair qu'une analyse de
chacune de ces variables prises séparément est inadéquate. Une fagon naturelle de pallier
ce probléme consiste a recourir a des lois multidimensionnelles, telles la loi normale ou
la loi gamma multivariée. Cependant, les lois tridimensionnelles classiques imposent
pour ainsi dire toutes ’emploi de lois marginales de méme type pour les trois variables.
Or, cette condition est irréaliste dans notre cas, puisque nous avons déja vu au chapitre
2 que les lois univariées de la pointe, du volume et de la durée de la crue d’'un méme
bassin versant sont trés différentes. L’approche par copules, qui a beaucoup gagné en
popularité ces derniéres années, offre une avenue plus prometteuse, que nous avons
choisi d’explorer.

4.1 Définition d’une copule

Une copule est une fonction de répartition C' & p > 2 dimensions dont chacune des
marges est uniforme sur I'intervalle (0, 1). Etant donné une telle copule, on peut facile-
ment construire une loi multivariée de marges Fi, ..., I}, arbitraires en posant

F(xy,...,2p) = C{Fi(x1),..., Fp(zp)}, x1,...,2p € R (4.1)

Si par exemple X, X5, X3 représentent respectivement la pointe, le volume et la durée
d’une crue, il est alors possible, grace a cette approche, de construire une loi ayant pour
marges les trois distributions univariées identifiées au chapitre 2.
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De plus, un résultat obtenu par Sklar (1959) montre que cette fagon de procéder
est en fait complétement générale, en ce sens que toute fonction de répartition F' a p
dimensions peut s’écrire sous la forme (4.1). De plus, la copule en question est unique
dans la mesure ou les marges Fi, ..., [}, sont continues.

Théoréme 1 (Sklar 1959). Soit F une loi de probabilité de dimension p ayant pour
fonctions de réparition marginales continues Iy, ..., F,. Alors F' posséde une représen-
tation unique sous forme de copule, a savoir :

F(xy,...,x,) = C{Fi(z1),..., Fy(z,)}, z1,...,2, € R

Les livres de Joe (1997) et de Nelsen (1999) présentent une introduction générale
aux copules. De plus, on peut référer au livre de Cherubini et al. (2004) et a I'article de
référence de Frees et Valdez (1998) pour des applications au domaine de la finance et
de l'actuariat. Dans le domaine spécifique de ’hydrologie, une premiére introduction a
la modélisation par copules a été présentée par Favre et al. (2004) ; un exemple détaillé
d’inférence non paramétrique pour des modéles de copules est également présenté dans
larticle de Genest et Favre (2006).

4.1.1 Copules archimédiennes

Il existe plusieurs familles de copules utilisées pour modéliser un ensemble de variables.
La classe des copules archimédiennes, popularisée par Genest et MacKay (1986), est celle
qui est le plus souvent utilisée en pratique, compte tenu de ses propriétés analytiques
intéressantes et de la facilité avec laquelle on peut les simuler.

On dit qu'une copule C' & p dimensions est archimédienne s’il existe une fonction
continue ¢ : [0,1] — [0, o0] strictement décroissante satisfaisant la condition ¢(1) =0
telle que

Cylun,.. up) = " Hp(wr) + - + p(u,)}, (4.2)

ol ¢~ ! représente I'inverse du générateur o.

Les exemples les plus communs de copules archimédiennes sont les familles de Gum-
bel, de Frank et de Clayton. Le modéle de Clayton est fréquemment employé en analyse
de durées de vie, sous le nom de modeéle de fragilité gamma ; voir par exemple Oakes

(1989).
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Le théoréme de Kimberling (1974), énoncé ci-dessous, donne une condition nécessaire
et suffisante sur une fonction ¢ pour qu’elle engendre une copule archimédienne pour
toute dimension p > 2.

Théoréme 2 (Kimberling 1974). Soit ¢ : [0,1] — [0, 00] une fonction continue stric-
tement décroissante telle que ¢(0) = oo et p(1) = 0, et soit p~! l'inverse de ¢. La
fonction C, définie en (4.2) est alors une copule a p dimensions pour tout p > 2 si et

1

seulement si o~ est complétement monotone sur [0, 00).

Malgré leur intérét, les copules archimédiennes sont trés contraignantes, étant donné
qu'un seul générateur permet de décrire la dépendance entre toutes les paires de va-
riables. Or comme on I’a vu au chapitre 3, les variables pointe, volume et durée ont des
niveaux de dépendance complétement différents. Dans notre cas, il est donc impossible
de modéliser conjointement les trois variables au moyen d’une copule archimédienne.

Une généralisation partielle de la notion de copule archimédienne a trois dimensions
a été proposée par Joe (1997) en utilisant deux générateurs distincts :

Clur, uz, uz) = @7 ' [p10 05" {pa(ur) + pa(u2)} + ¢1(us)] .

Cependant, pour que cette équation ait les propriétés d’une loi trivariée a marges uni-
formes, la copule doit respecter la condition suivante :

d _ _
e (D" 'oi{e; ' ()} >0, k=1,...,c0.

Cet ensemble de contraintes sur les dérivés de ¢; o ¢, * fait en sorte que les paramétres
des générateurs, et par conséquent les corrélations entre les variables, se situent dans un
intervalle généralement trés restreint. De fait, le rapport de Huard et al. (2004) confirme
que les conditions d’application des copules archimédiennes a la Joe sont tellement
exigeantes qu’elles s’adaptent mal aux données de pointe, volume et durée de crue.

4.1.2 Copules méta-elliptiques

La classe des lois elliptiques revét un intérét pratique considérable, puisqu’elle est faci-
lement applicable en plusieurs dimensions. Plus précisément, une loi est dite elliptique
si elle peut étre représentée sous la forme

Zp><1 = Mpx1 + RApoupxl ~ Ecp(ﬂa E,g), (43)

ou  est un vecteur de localisation, R est une variable aléatoire positive, A est une
matrice p X p telle que AAT = ¥, u est un vecteur uniformément distribué sur la
sphére de dimension p et g est une fonction d’échelle.
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Dans le cas particulier ott g(¢) oc e™*/2, on trouve la loi normale multivariée classique.
Voir le tableau 4.1 ou les articles de Fang et al. (2002) et de Abdous et al. (2005) pour
des exemples supplémentaires de générateurs correspondant, entre autres, aux lois de
Student, de Cauchy ou de Pearson type II multivariées.

Cependant, les marges des lois elliptiques sont entiérement déterminées par le géné-
rateur g et, au surplus, sont toutes identiques. Néanmoins, en transformant les variables
individuellement pour rendre leurs marges uniformes, on obtient une copule dite méta-
elliptique, dans laquelle il nous est alors loisible d’injecter, dans un deuxiéme temps, les
marges désirées.

En d’autres termes, on peut construire un vecteur X, = (Xi,...,X,) de marges
Fy, ..., F, a partir d'un vecteur (Zi, ..., Z,) de loi elliptique en posant

Xi=F{Qy(Z)}, 1<i<p

oll Q4 est la marge commune des variables Z,...,Z, et Ffl représente l'inverse de la
fonction de répartition de la loi marginale F; de X;. Cette construction fondée sur une
copule méta-elliptique est notée

Xp><1 ~ MEp(M7zvg;F1a"'7Fp)'

Les articles de Fang et al. (2002) et de Abdous et al. (2005) présentent diverses
propriétés des copules méta-elliptiques. Parmi elles, il importe surtout de savoir pour
la suite que le tau de Kendall entre deux composantes d’un vecteur de loi elliptique est
indépendant de la fonction g et est lié a la corrélation r entre les deux variables par la
formule r = sin(77/2).

4.2 Estimation des paramétres d’une copule méta-el-
liptique

Les parameétres d’'une copule méta-elliptique peuvent étre estimés comme suit :

i @ vecteur de localisation que nous avons considéré, sans restriction de généralité,
comme égal a zéro;

> : matrice de corrélation
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obtenue en posant r;; = sin(7;;7/2), ot le tau de Kendall 7;; associé a la paire de
variables (X;, X;) est calculé tel qu’expliqué au chapitre 3.

g : fonction d’échelle de la loi elliptique choisie, laquelle peut dépendre d’un parameétre
m, représentant par exemple le nombre de degrés de liberté dans le cas de la loi
de Student multivariée ;

Fy,..., F, : fonctions de répartition univariées, telles que déterminées au chapitre 2

Dans notre cas, le paramétre m de la fonction g des lois de Student et de Pearson
type II multivariées (voir tableau 4.1) a été sélectionné a I'aide d’un outil graphique.
Pour ce faire, on a eu recours a des diagrammes de dispersion bivariée représentant
une simulation de taille 10 000 d’une loi de la famille choisie avec un parameétre de la
fonction g donné, juxtaposé avec les valeurs observées pour ce cas particulier.

Par exemple, examinons le cas de I’Ashuapmushuan, pour la loi de Student trivariée,
présenté a la figure 4.1. Pour chaque nombre m de degrés de liberté étudié, on a examiné
trois graphiques représentant les variables pointe, volume et durée prises deux a deux.
Dans chaque cas, les valeurs observées des deux variables sont identifiées par des points
de couleur foncée, tandis les valeurs obtenues par simulation sont représentées par des
points de couleur pale. Les valeurs de m choisies sont celles pour lesquelles nous avons
jugé que les simulations répliquaient le mieux possible des données observées, c’est-a-
dire m = 3 ou m = 4 dans le cas présent.
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4.3 Algorithme de simulation d’une copule méta-el-

liptique

La section suivante est basée sur le rapport interne de Jacques (2005) et présente de
facon succinte 'algorithme de simulation de copules méta-elliptiques.

Pour simuler un vecteur (U, ..., U,) distribué selon une copule méta-elliptique, on
doit d’abord fixer la fonction g de la copule et déterminer les fonctions R et @), selon

les formules suivantes :
QP/2

L(p

Ty 1A
S (-1)/2 z oo e
Qg(I) = % + W/O /2 (y - u2)(p )/ g(y)dydu.

fr(r) =

Un résumé de ces fonctions pour quatre copules sélectionnées est présenté au tableau
4.1.

Ensuite, la simulation peut étre effectuée selon ’algorithme suivant, extrait de ’ar-
ticle de Fang et al. (2002) :

1. Simuler u,; uniformément distribué sur la sphére de dimension p.

2. Générer R, de loi fg, telle que présentée au tableau 4.1.

3. Calculer A,,,, la matrice obtenue par la décomposition de Choleski de 3.

4. Calculer Z = RAu.

5. Calculer U; = Q4(Z;), i =1,...,p.

6. Livrer (Uy,...,Up,).

Si toutefois on désire obtenir un vecteur (X7, ..., X,) de marges F,..., F,, il suffit

alors de poser
X;=FYU), 1<i<p.
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4.4 Exemples d’applications

Les applications utilisant les copules sont de plus en plus fréquentes dans divers do-
maines de la littérature scientifique. Les copules archimédiennes sont trés employées,
mais on voit aussi de plus en plus d’articles se servant des copules méta-elliptiques.
Voici quelques exemples provenant du domaine de la finance :

— Lauprete et al. (2002) traitent de l'estimation d’un portefeuille minimisant les
risques a 1’aide d'une approche robuste. En plus de la copule normale multivariée,
ils examinent la modélisation par une copule méta-elliptique de Student.

— Breymann et al. (2003) analysent la structure de dépendance de données de haute
fréquence a deux dimensions en fonction du temps. Une attention particuliére est
portée au comportement des queues des distributions, lequel est modélisé par des
copules de Gumbel, Clayton, Frank, Student et normale.

— Malevergne et Sornette (2003) portent un regard critique sur le postulat a 1'effet
que la dépendance entre les capitaux financiers est normalement distribuée. Ils
illustrent les dangers liés a une utilisation non-éclairée de ce postulat et montrent,
en particulier, que la copule méta-elliptique de Student pourrait constituer une
alternative intéressante dans certaines situations.

— Schloegl et O’Kane (2005) modélisent la distribution des pertes associées & un
portefeuille d’actifs a I'aide des copules de Student, normale, Clayton et Gumbel.
Ils comparent les valeurs-a-risques obtenues dans tous les cas.

Il est intéressant de noter que les seules copules méta-elliptiques actuellement em-
ployées dans la littérature sont celles liées aux lois normale et de Student multivariées.
Nous n’avons pu trouver aucun exemple d’application avec les copules de Pearson type II
ou de Cauchy.



Chapitre 5

Tests d’adéquation

5.1 Tests d’adéquation pour les copules

Les tests d’adéquation pour les copules sont relativement récents. En effet, on retrouve
encore peu d’articles sur le sujet, mais le domaine est en constant développement. Tout
d’abord, citons Genest et Rivest (1993) qui introduisent le processus de Kendall,

Kn(t) = v, (t) - K(t)}, 0<t<1

qu’ils utilisent comme outil de sélection d'une copule archimédienne. Dans 1’équation
ci-dessus,

K(t)=Pr{F(Xy,...,X,) <t} =Pr{C(Uy,....U,) <t} =Pr(W <t), 0<t<1

est la fonction de répartition de la transformation intégrale de probabilité W = F(Xy,

.y Xp) =C(Uy, ..., Uy) associée au vecteur (Xy, ..., X,) deloi F', de marges I, ..., F),
et de copule C. Quant a K,,, ce n’est rien d’autre qu’une version expérimentale de la loi
de Kendall, déduite d'un échantillon (Xiq,...,X1p), ..., (Xn1, - .., Xyp) de loi F. Plus
spécifiquement,

n

Kot) = - > IW; <),

n <
=1

ou pour chaque 1 <17 < n,
Wi — Fn(Xila e 7Xip)

est une pseudo-observation et, de maniére générale,

1 n
Fn(l’l, e ,ZL‘p) = EZH(X]I S L1y ,ij S CL’p).
j=1
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Remarquons que les variables W7, ..., W, ne sont fonction que des rangs des observa-
tions, puisque X, < Xj; se produit si et seulement si le rang de Xj; est inférieur a
celui de Xj;;.

Le processus de Kendall fut ensuite étudié plus a fond par Barbe et al. (1996) et
I'idée de tester 'adéquation d’une copule a 'aide de ce processus fut éventuellement
développée par Wang et Wells (2000). Ces derniers en sont venus & établir une procé-
dure de sélection d’une copule archimédienne, pour des données bivariées censurées, en
mesurant la distance entre K, () et K () sous I'hypothése nulle que C' appartient a une
famille paramétrique de copules. Ce premier test d’adéquation fut basé sur une version
tronquée du processus de Kendall,

Sen = /:{Kn(t)}2dt, £>0.

Genest et al. (2006) ont ensuite élargi ces travaux en montrant comment calculer
un seuil observé asymptotique pour deux tests d’adéquation fondés sur une version non
tronquée du processus de Kendall, soit

1
Sn:/ 1K, ()|?k(6,, t)dt et T, = sup |K,(t)],
0

0<t<1

ol k(0,,t) est la densité associée a Ky(t).

La statistique 5,, est fondée sur la distance de Cramér—von Mises, tandis que la sta-
tistique T, est basée sur celle de Kolmogorov—Smirnov. Des formules utilisant les rangs
des observations permettent d’effectuer ces calculs facilement. De plus, application de
ces tests n’est ni restreinte aux copules archimédiennes, ni aux problémes en dimension
deux.

En effectuant un bootstrap paramétrique des statistiques S,, et T}, il est possible
d’obtenir des seuils approximatifs associés a ces statistiques pour des hypothéses du
genre C' € (Cy), c’est-a~dire du type : la copule C' associée & F' appartient a la famille
de copules (Cy). Dans le document de travail de Genest et Rémillard (2006), on confirme
la validité de cette approche par bootstrap pour les deux types de tests d’adéquation les
plus fréquents, soit ceux ot 'on compare la distance entre une distribution multivariée
empirique et son estimation paramétrique sous I'’hypothése nulle, ou encore ceux ot
I’'on compare la distance entre les estimations empiriques et paramétriques de pseudo-
observations univariées telles que les W;, obtenues grace a la transformation intégrale
de probabilité. De plus, pour contrer une situation comme la nétre ou la distribution
théorique Kjp, n’a pas de forme explicite, Genest et Rémillard (2006) ont expliqué et



Chapitre 5. Tests d’adéquation 37

validé un test d’adéquation utilisant un bootstrap paramétrique a deux niveaux, lequel
est décrit a la section suivante.

Dans le méme ordre d’idées, Fermanian (2005) a aussi développé un test d’adéqua-
tion pour les copules, basé sur I'estimation du noyau de la fonction de densité de la
copule. Ce test suit une distribution asymptotiquement khi-carré, mais son emploi né-
cessite que 'utilisateur fixe arbitrairement certaines quantités, notamment un noyau et
une pondération, ce qui n’est pas toujours évident.

Chen et Fan (2005) ont également proposé un test du rapport des pseudo-vraisem-
blances pour la sélection de modéles de copules multivariées semiparamétriques. Ce
test, qui sert surtout & comparer différentes familles de copules entre elles, ne sera pas
considéré dans la suite.

5.1.1 Algorithme du bootstrap paramétrique a deux niveaux

Pour tester 'adéquation d’un ensemble de données & une certaine famille de copules
méta-elliptiques, nous allons utiliser le test de Genest et al. (2006), inspiré de la statis-
tique de Cramér—von Mises, a savoir

S, = / K () ko, (1)

Cette statistique est fondée sur une mesure de distance pondérée entre la distribution
empirique des pseudo-observations W; et une estimation de la distribution Ky associée
a la copule méta-elliptique la plus plausible dans la famille postulée sous Hy. Dans le
but d’obtenir un seuil asymptotique associé a cette statistique, nous allons utiliser le
bootstrap paramétrique a deux niveaux, tel que décrit dans le document de travail de
Genest et Rémillard (2006), pour le cas on la distribution théorique n’a pas de forme
explicite.

Tout d’abord, nous disposons d’un échantillon de n observations pour chacune des
trois variables : pointe, volume et durée, respectivement dénotées X, X» et X5. Chaque
variable est distribuée selon une loi marginale F,, ot p = 1, 2 ou 3, telle que déterminée
au chapitre 2. Une fois muni de cette notation, I’algorithme du bootstrap paramétrique
a deux niveaux se formule ainsi :

1. Construire un vecteur aléatoire uniforme U;, i € {1,...,n}, en appliquant les
fonctions de répartition respectives a chacune des variables X,

U, = (U1s, Uz, Usi) = (F1(X1,), Fa(Xa;), F5(X3,))
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2. Calculer le tau de Kendall 7;; entre chacune des trois paires (i, j) de variables
pointe, volume et durée. En déduire la matrice de corrélation suivante :

1 7o 73
Xy = ro1 1 Tog
r31 T3 1

ou r;; = sin (77;;/2) pour i # j. Cette matrice symétrique, estimée a partir des
rangs, joue le role du parameétre 6 générique évoqué dans la section précédente.
Dans la suite, on écrit donc indifféremment X, = 0,,.

3. Calculer la valeur de la statistique S,,, a 'aide du jeu de données initial,
n—1 . . .
n J j+1 J
S, = - K2 2Ky, |— | — Ky, | =
e () e (57) =R (0))
. () j+1 j
2 2
-5 () (5) - ()

Pour ce faire :

(a) Estimer la loi de Kendall de fagon non paramétrique en calculant

Ko(t) = %in{m —C,(Uy) <1,

ou

n

1
Cn(ur, ug, uz) = EZH{UM < DM (w), Uy < D3 (u2), Us; < D3 (us) }

i=1

et

n

Dynlng) == S (U <)

i=1
(b) Estimer la loi de Kendall de fagon non paramétrique sous I’hypothése que C

appartient & une famille paramétrique (Cy) de copules (ce qui entraine que
K e (Kg)] :

Ko, (t) = %iﬂ{(]@n (U) <1},

ou Cy, (uq, ug, uz) est donné par

1 Qst(u1) Qyt(u2) Qg (us) -
_— z 2 2) dzidzedzs.
/—det(En) /OO /OO /OO g( n ) 1U<2U<3
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4. Reépéter 10 000 fois :

(a) Geénérer Uj, ..., Ul ~ (Cp,, une simulation de n observations d’une copule
méta-elliptique d’ordre 3, selon 'algorithme présenté au chapitre 4.

(b) Estimer la matrice de corrélation ¥* = 0% de U*, telle que décrite au point
2.

(c) Générer UT*,..., Us* ~ Cp:, une deuxiéme simulation d’une copule méta-
elliptique d’ordre 3, selon les paramétres de U*, évalués au point précédent.

(d) Estimer la matrice de corrélation ¥* = 0* de U™ selon la procédure décrite
au point 2.

(e) Calculer la valeur de la statistique S’ pour chaque simulation effectuée,

n—1 . . .
n 7 741 J
S*:_ K*Q— K**——K**—
p= e () (e (50) - (7))
o~ (] j+1 j
— K*— K** _K**_
n () e (5 - (2))

Pour ce faire :

i. Calculer
1 n

Kit) = — I{C*(U) <t
0= 5 ) <)

ou

* _ l - * *—1 * *—1 * *—1
Cplu) = n ZH{UM < Dy, (w),Ug; < D3, (u2), Us; < D, (US)}
i=1
et

1 n
D) = 23 71(05 <)
i=1
ii. Calculer

1 n
Koo (1) = = S 1{Cye (UF) < 1}
=1

ott Cos+ (U1, ug, uz) est donné par

1 Qg (1) pQgt(u2) Qg (us) - L
- 2 YT 2) dzidzedzs.
\/ det(Z;‘;*) /oo /oo /oo g ( " ) ' .

5. Estimer la valeur critique. Pour ce faire, ordonner les statistiques S} :

La valeur critique de seuil « sera égale a S[(l—a)NJ:N'
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6. Estimer le seuil par

. 1 R
Seuil = N# {j 157 < Sn}

ou la valeur de S, a été calculée au point 3.

5.2 Implantation

L’implantation informatique de I'algorithme du bootstrap paramétrique a deux ni-
veaux a été réalisée a ’'aide du logiciel Matlab. En cours d’implantation, nous avons
éprouvé quelques difficultés a évaluer les intégrales triples intervenant dans le calcul des
statistiques S,, et S;. En particulier, le temps d’exécution de la fonction triplequad
était extrémement long. Dans le cas de la Batiscan, par exemple, le calcul d'une seule
intégrale pouvait souvent dépasser une minute. Etant donné que 1’on voulait effectuer
10 000 simulations pour les quatre types de copules avec plusieurs choix de parameétres
pour chacune d’elles, ¢a revenait a calculer plus de 70 000 intégrales triples pour chaque
riviére, ce qui aurait pris un temps énorme.

Par ailleurs, puisque le domaine d’intégration était non borné, le probléme se posait
de tronquer ces intégrales sans pour autant affecter la précision du calcul. Plus les
bornes inférieures choisies étaient petites, plus le temps d’intégration augmentait, mais
plus l'intégrale était précise, d’ou le dilemme. Nous avons donc cherché a diminuer le
temps d’exécution des intégrales triples. Pour ce faire, nous avons d’abord opté pour le
changement de variable suivant :

1
a; (2——), i=1,2,3, sia>0;
Yi

ai<l>, 1=1,2,3, sia; < 0.
Yi

Ceci a eu pour effet de transformer le domaine d’intégration en un intervalle borné, &
savoir [0, 1]. Par la suite, nous avons utilisé un code en C pour effectuer I'intégration
triple de la copule normale et de celle de Pearson type II, ce qui a grandement diminué
le temps de calcul. Celui-ci s’est alors avéré étre de 'ordre de grandeur d’a peine une
seconde. Malheureusement, cette fonction ne permettait pas de traiter correctement des
cas plus complexes comme les copules de Student et de Cauchy. Pour ces deux cas, nous
avons donc plutot réduit le nombre de simulations & 5 000 et réalisé des analyses de
sensibilité dans ces situations.
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Application

6.1 Reésultats

Le test d’adéquation pour les copules méta-elliptiques, tel que présenté au chapitre
précédent, a été appliqué aux données de chacune des quatre rivieres a 1’étude. Dans
chaque cas, quatre familles de copules ont été ajustées, en utilisant différents parameétres
de la fonction g. Ces paramétres ont été choisis a I'aide d’une méthode graphique, telle
que décrite au chapitre 4.

Dans le cas de la copule de Pearson type II, trois valeurs possibles du paramétre de
la fonction g ont été considérées pour chaque riviere, soit 2, 3 et 4 degrés de liberté.
Le temps d’exécution pour la copule de Student étant beaucoup plus grand, on s’est
contenté d’essayer deux de ces trois valeurs. Pour leur part, les copules de Cauchy et
normale ne possédent aucun parameétre.

Au départ, le nombre de simulations souhaitées pour le bootstrap avait été fixé
a 10 000 pour chaque ajustement. Cependant, le temps d’exécution trés grand nous
a obligés a réduire ce nombre a 5 000 dans le cas des deux copules qui n’avaient pu
étre programmeées en C, soit la copule de Student et celle de Cauchy. Une analyse de
sensibilité du seuil observé nous a permis de déduire que le nombre de simulations
réalisées était tout de méme assez grand, puisque le seuil observé convergeait toujours
apres peu d’itérations.
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F1G. 6.1 — Analyse de sensibilité des ajustements des copules de Cauchy et Student,
avec paramétre m = 3 et 4, selon les données de 1’Ashuapmushuan

Le graphique 6.1 présente les résultats de I'analyse de sensibilité effectuée pour
les données de I’Ashuapmushuan. On observe que méme en diminuant le nombre de
simulations, le seuil observé varie trés peu. Pour le cas présenté, ce seuil varie d'un
maximum de 1% selon que le nombre de simulations soit 1000 ou 5000.

Le tableau 6.1 présente les résultats de toutes les simulations exécutées. Si le seuil
du test d’adéquation est supérieur au seuil fixé, c’est-a-dire 0.05, on ne rejette pas 'hy-
pothése nulle et on conclut que la copule avec ce paramétre s’ajuste bien aux données.
En revanche, si le seuil est inférieur a 0.05, on rejette I’hypothése nulle et on conclut
que la copule avec ce paramétre ne convient pas aux données.

Les copules rejetées ont été indiquées en italique dans le tableau 6.1. Etant donné
que plusieurs copules semblaient bien s’ajuster aux données, nous avons arrété notre
choix sur la copule présentant le seuil le plus grand, que nous avons indiqué en gras
dans le tableau 6.1.

Les seuils observés des riviéres Harricana et Ashuapmushuan nous indiquent que la
copule de Pearson type II, de paramétre égal a 2, serait la plus appropriée parmi celles
étudiées. Pour ce qui est des riviéres Batiscan et Romaine, on choisit plutot la copule
de Student, de parameétre égal a 2.
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Une représentation graphique de I'ajustement de la copule de Pearson type II de
parameétre égal a 2 est présenté a la figure 6.2 pour I’Ashuapmushuan . On constate que
les observations simulées par la copule semblent bien reproduire les données originales.

Riviére Copule Paramétre Nb simulations Seuil observé
Ashuapmushuan Normale - 10 000 0,5809
Ashuapmushuan P2 2 10 000 0,7037
Ashuapmushuan P2 4 10 000 0,6964
Ashuapmushuan P2 6 10 000 0,7028
Ashuapmushuan Student 3 5 000 0,3292
Ashuapmushuan Student 4 5 000 0,1906
Ashuapmushuan Cauchy - 5 000 0,3926
Batiscan Normale - 10 000 0,0473
Batiscan P2 2 10 000 0,035/
Batiscan P2 4 10 000 0,0684
Batiscan P2 6 10 000 0,0654
Batiscan Student 2 5 000 0,0996
Batiscan Student 3 5 000 0,0528
Batiscan Cauchy - 5 000 0,0750
Harricana Normale - 10 000 0,5059
Harricana P2 2 10 000 0,8788
Harricana P2 4 10 000 0,8738
Harricana P2 6 10 000 0,8256
Harricana Student 3 5 000 0,0248
Harricana Student 4 5 000 0,0072
Harricana Cauchy - 5 000 0,0840
Romaine Normale - 10 000 0,1666
Romaine P2 2 10 000 0,1091
Romaine P2 4 10 000 0,1253
Romaine P2 6 10 000 0,1261
Romaine Student 2 5 000 0,1978
Romaine Student 3 5 000 0,1514
Romaine Student 4 5 000 0,0450
Romaine Cauchy - 5 000 0,1050

TAB. 6.1 — Résultats des ajustements aux copules normale, de Pearson type II, de
Student et de Cauchy pour les quatre bassins versants ; les copules choisies sont en gras
et les copules rejetées au seuil de 5% sont en italique

Les praticiens sont intéressés par la détermination de quantités statistiques telles
que les probabilités conjointes (trivariées), les probabilités conditionnelles ainsi que
les temps de retour conjoints. Aprés avoir choisi une famille de copules, estimé ses
parameétres et testé son adéquation, il est possible de calculer ces quantités simplement,
directement & partir de I'expression de la copule. Yue et Rasmussen (2002) et Salvadori
et De Michele (2004) montrent comment calculer ces probabilités dans le cas bivarié.
La généralisation en dimension trois est immédiate.
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F1G. 6.2 — Représentation graphique de I’ajustement de 10 000 observations de la copule
Pearson type II avec parameétre m = 2 superposée aux données originales de I’Ashuap-
mushuan
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Conclusion

Ce mémoire présente la modélisation multivariée des trois caractéristiques principales
des crues, soit la pointe, le volume et la durée. A la suite d’une analyse univariée et d’une
analyse de dépendance, diverses familles de copules méta-elliptiques ont été étudiées,
soit les copules de Cauchy, normale, Pearson type II et Student. Cette classe a été
utilisée en raison de sa flexibilité et du fait qu’elle peut étre employée en dimension p
quelconque. Une telle approche permet de mieux estimer le risque lié & un événement
hydrologique particulier. En effet, une simple analyse fréquentielle univariée conduit a
une sous-estimation ou une surestimation du risque.

L’essentiel de ce travail de maitrise a consisté & mettre en ceuvre une classe de co-
pules encore peu utilisée, ainsi qu’un test d’adéquation trés récent. Celui-ci a ensuite
été appliqué aux données de quatre bassins versants québécois, soit ceux des rivieres
Ashuapmushuan, Batiscan, Harricana et Romaine. Plus spécifiquement, un test d’adé-
quation proposé par Genest et al. (2006) a été utilise pour comparer les différents
ajustements. Ce test compare la distance de Cramér—von Mises entre la distribution
théorique d’intérét et la distribution échantillonnale de la copule méta-elliptique. Dans
notre cas, la distribution théorique ne possédait pas de forme explicite. Cependant,
I'utilisation d'un algorithme de bootstrap paramétrique a deux niveaux proposé par
Genest et Rémillard (2006) nous a permis de contourner cette difficulté. Ce test nous a
également permis d’obtenir des seuils observés et ainsi de pouvoir juger plus facilement
de la copule la plus appropriée.

Au vu des résultats de 'analyse fréquentielle présentée, plusieurs familles de copules
semblaient adéquates. En derniére analyse, nous avons opté pour la copule dont le seuil
observé était le plus grand, soit la copule de Pearson type II de paramétre 2 pour
les riviéres Harricana et Ashuapmushuan et Student de parameétre 2 pour les riviéres
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Batiscan et Romaine.

Plusieurs autres familles de copules méta-elliptiques auraient pu étre proposées et
comparées pour modéliser les variables de pointe, volume et durée de la crue, notam-
ment les copules de Kotz, logistique ou encore la copule de Student généralisée. Tou-
tefois, leurs expressions mathématiques étaient plus complexes et auraient nécessité un
développement théorique plus approfondi.

Il faut également souligner que le développement d’algorithmes performants pour
des intégrations triples avec singularités ainsi qu’une programmation de toutes les rou-
tines d’intégration dans un langage informatique plus performant serait nécessaire pour
pouvoir réaliser le test d’adéquation dans un laps de temps raisonnable. Selon nous, le
temps de calcul constitue le principal obstacle pour une utilisation opérationnelle de
I’approche.

Quoi qu’il en soit, il appert que la classe des copules méta-elliptiques est trés flexible.
Elle trouvera sans doute plusieurs autres domaines d’application dans le futur.
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