LI ZHU

APPLICATION DES MODELES DE R]@GRESSION SUR DES
DONNEES D’ENQUETE

Essai
présenté
a la Faculté des études supérieures
de I’Université Laval
pour ’obtention
du grade de maitre és sciences (M. Sc.)

Département de mathématiques et de statistique
FACULTE DES SCIENCES ET DE GENIE
UNIVERSITE LAVAL

Décembre 2005

© Li Zhu, 2005






Résumé

Dans ce document, on étudie deux approches pour traiter les données d’enqueéete
avec un plan de sondage a deux degrés dans le cadre de 'analyse de régression. Une
approche est basé sur le modele de régression multiple ot un poids d’échantillonage
final est utilisé pour tenir compte du plan de sondage. L’autre approche est fondée
sur le modele de régression multiniveau ou les poids d’échantillonage sont utilisés a
deux degrés du plan. Ce document se concentre sur les estimations des parametres
de recensement et les estimations des parametres d’enquéte. Les estimations des
variances de ces estimateurs sont aussi un theme abordé. Les procédures sont illustrés
en utilisant les données de I’Enquéte aupres des jeunes en maison d’accueil.
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Chapitre 1

Introduction

Certaines études associées a des enquétes de grande envergure nécessitent 1’ana-
lyse statistique de populations présentant une structure hiérarchique complexe. Due
a la nature de la population, a I’étape de planification d’enquéte, les méthodologistes
utilisent souvent des plans d’échantillonnage multiniveaux. En outre, a I’étape d’ana-
lyse, habituellement, les analystes ne tiennent pas compte de la complexité du plan
de sondage et produisent souvent des estimateurs biaisés des parametres d’intérét.

En fait, dans le cadre de 'analyse de régression linéaire multiple, une méthode
basée sur le plan d’enquéte est déja disponible. Cette méthode est une mise en
ceuvre de la régression pondérée en utilisant les poids d’échantillonnage. Elle permet
d’obtenir des estimateurs des parametres asymptotiquement non-biaisés, lorsque les
unités d’échantillonage sont indépendantes les unes des autres. Elle a cependant des
limites : Si les données ne sont pas indépendantes, elle n’est pas suffisante pour
représenter convenablement la structure particuliere de la population. On a donc
besoin de nouvelles méthodes statistiques pour analyser les données hiérarchiques
dans un plan complexe.

Récemment, certaines études se sont concentrées sur les méthodes permettant
d’utiliser 'information sur le plan de sondage lors de la modélisation des données
hiérarchiques : Graubard et Korn (1996) ont proposé une méthode des moments,
Pfefferman et al. (1998) ont proposé une méthode itérative généralisée des moindres
carrés pondérées et Kovacevic et Rai (2003) ont proposé une méthode de pseudo-
vraisemblance pour I'estimation des variances associées a chaque niveau.



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Dans ce document, on essaie de présenter deux approches pour traiter les données
d’enquéte complexe dans le cadre de 'analyse de régression linéaire. Dans le chapitre
2, la régression multiple avec un plan de sondage sera illustrée. Le chapitre 3 et le
chapitre 4 présentent une méthode d’estimation des parametres basée sur le plan de
sondage dans un modele de régression multiniveau. Le chapitre 3 se penchera sur
I'introduction du modele de régression multiniveau, alors que le chapitre 4 présentera
la méthode proposée par Pfefferman et al. (1998) : la méthode itérative généralisée
des moindres carrés pondérées, qui permet de faire des inférences basées sur le plan
de sondage dans un modele de régression multineau pour les données d’enquéte.
Finalement, dans le chapitre 5, on donnera un exemple de ’application des méthodes
aux données de I’Enquéte aupres des jeunes en maison d’accueil réalisée en 1987 aux
Etats-Unis. Le jeu de données de cette enquéte est extrait du livre de Lohr (2001).



Chapitre 2

Modele de régression multiple et
application du modele sur des
données d’enquéte

Ce chapitre se concentre sur I'estimation des parametres d’enquéte a I'aide d’un
modele de régression multiple. Dans la section 2.1, on introduit le modele standard de
régression multiple. La section 2.2 présente la méthode d’estimation des parametres
du modele : la méthode des moindres carrés. Enfin, les sections 2.3 et 2.4 portent
sur l'estimation du parametre d’enquéte et la variance associée.

2.1 Notations et hypotheses

Si on observe N paires (y;,X1),...,(yn,Xy) €t que , pour i = 1... N, y; et x;
ont une relation linéaire, le modele de régression usuel est donné par

yi=xi+ei, (2.1.1)
ot X;=(1 2y ... Tp-1))
Notons que, dans le modele (2.1.1),

Y1, ---,yn sont N observations de la variable réponse;

11



12 CHAPITRE 2. REGRESSION MULTIPLE

X1,...,Xy sont N observations des variables explicatives;
€1,...,En sont les termes d’erreur;
[ est le vecteur des parametres a estimer.

Afin de faciliter les présentations des calculs effectuées dans les sections suivantes,
on ré-écrit (2.1.1) en utilisant une notion matricielle :

Y =X0+e¢,

Y = (y17"'7yN)/

1 r11 .- x(p—l)l
X — 1 12 ... Jf(p_l)g
1 TIN .- x(p—l)N

B =B, 5., Bp-1)

e=(e1,...,eN) -

On postule trois hypotheses pour ce modele : ce sont respectivement les linéairité,
non-corrélation et normalité. En terme mathématique, e ~ N (0, diag(c?)), on 02 =
Var(g;), i« = 1,...,N. Notons que le modele nous permet de tenir compte de

I’hétéroscédasticité.
2.2 Estimation des parametres du modele

Pour le modele de régression linéaire multiple présenté dans la section précédente,
la méthode des moindres carrées pondérées est une approche standard pour estimer
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le vecteur des parametres 3. Cette méthode met I'accent sur la minimisation de la
distance entre les observations et le modele de régression pondéré en tenant compte
de la propriété de I'hétéroscédaticité du modele. Autrement dit, la méthode cherche
les valeurs de 8 qui minimisent (Y — X3)W (Y — X3), ou W = 1/diag(c?).

En fait, (Y — X3)W(Y — Xf3) est une fonction continue et convexe. La mini-
misation de cette fonction s’effectue en dérivant (Y — X 3)'W (Y — X 3) par rapport
a (3, et en posant la dérivée égale a zéro :

(%(Y — XBW(Y - XB) = (%(Y’WY — 20 X'WY + B X'WXp)
= 0-2X'WY +2X'WX5,

0—2X'WY +2X'WX3=0.

Finalement, on obtient un estimateur pour 3 :

B=(XWX)'X'WY. (2.2.2)

Cas Particulier

Supposons que les variance de &; sont homogenes, c-a-d, o2 = o2, Vi. On a alors
W = 1/0*I. L’estimateur de ( devient donc

B=(X'X)"'X"Y,

une forme classique de (8 dans ’étude de régression.

2.3 Estimation des parametres-recensement

Dans cette section, on présente une méthode d’estimation des parametres dans
un modele de régression multiple en tenant compte du plan de sondage.

Définition des parameétres-recensement
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Tout d’abord, considérons une population finie U avec N unités indépendantes.
On reprend (2.1.1) pour décrire la relation entre Y et X dans la population. Puisque
toutes les données sont dans la méme population, il est raisonnable de penser que
les variances des termes d’erreur sont homogenes. Un estimateur du parametre-
recensement pour 3 est donc donné par

B = (X,’]XU)’lX(’]YU,
ou

Xy = matrice X pour toutes les données de la population,
Yy = vecteur Y pour toutes les données de la population.

Estimation des paramétres-recensement

Maintenant, on applique un plan de sondage complexe a cette population : On
tire un échantillon S avec n unités d’échantillonage. Si la probabilité d’inclusion
pour une telle unité d’échantillonage est m;, ot ¢ € S, le poids d’échantillonage est
bien l'inverse de cette probabilité {w;|w; = 1/m;,i € S}.

Pour estimer les parametres d’enquéte , on fait appel a la méthode de moindres
carrées pondérées qu’on a présentée dans la section précédente, et on redéfinit la
matrice W en se servant du poids d’échantillonage. Un estimateur du parametre
d’enqueéte est donc

B = (XLWsXs) ' XLWeYs,

ou

X est la matrice X pour toutes les données dans I’échantillon, dont la dimension
est n X p,

Yy est le vecteur Y pour toutes les données dans I’échantillon, dont la dimension est
nx1,

Wy est une matrice diagonale n x n avec Wg = diag(wy, . .., w,).

L’étude des propriétés de B par rapport au plan de sondage est présentée dans
Lohr (1999, Chapitre 11).
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2.4 Estimation de la variance de ’estimateur

Cette section se penche sur I'estimation de la variance de B par la méthode de
linéarisation.

Puisque B est une statistique non-linéaire, premierement, on devrait la linéariser
pour que 1’on puisse calculer sa variance. En linéarisant B, on obtient

B = (XiWsXs) ' XWsYy
= (XeWsXs) ' X Ws(Ys — XsB + XsB)
= B+ (X WsXs) ' XeWs(Ys — XgB).

Notons que
1) (X§WsXg)™! converge en probabilité vers (X[, Xy) ™!

2) XWs(Ys — XgB) converge en loi vers une loi normale dont 'espérance est
nulle.

D’apres le théoreme de Slutsky, on a (X;WsXg) ' X;Ws(Ys — XgB) converge
vers une loi normale dont 1'espérance est 0 et la variance Var (X}, Xy) * XWe (Vs —
XsB)).

Alors, la variance de B est donnée par

Var(B) ~ Var[B+ (X}, Xy) ' X5Ws(Ys — XgB)]
(X[ Xu) War[XsWs(Ys — XsB)(X Xy) ™t

Q

En approximant B par B et (X}, X))~ par (X;WsXg)~!, on obtient un estima-
teur de Var(B) :

v(B) ~ (XiWsXs) w(XEWs(Ys — XgB))(XEWeXg)™
~ (Z wixix;)_lv(z W€ ;) (Z w;x;xh) 7
ics icS icS

A
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Dans un plan complexe a deux niveaux (un échantillon avec m unités primaires
et n; unités secondaires dans chaque unité primaire),

m 1”]’

o( S wigiws) = 3 S (ay; — ayy)(ay; — ay)

€S j=1 i=1

_ Uz A P | U
avec aij = Ei:l wijgijxij et CL,L']' = E Zi:l aij.



Chapitre 3

Modele de régression linéaire
multiniveau

A partir de ce chapitre, on s’intéresse a analyser des données d’enquéte a I’aide
du modele de régression linéaire multiniveau. Dans un premier temps, il faut donc
préciser le modele de régression multiniveau qu’on utilisera pour notre étude. Dans la
section 3.1, on introduit d’abord un modele de régression a deux niveaux. Puis, dans
la section 3.2, on présente la méthode du maximum de vraisemblance, une méthode
d’estimation des parametres du modele, et on développe un algorithme d’estimation
pour cette méthode. La section 3.3 met en ceuvre cet algorithme pour notre modele.
Enfin, dans la section 3.4, un cas spécial ou on peut obtenir les estimateurs exacts
des parametres sans itération sera présenté.

3.1 Notations et hypotheses

Soit une structure de données hiérarchiques avec M unités au niveau 2 et N;
unités au niveau 1 emboitées dans la €€ unité du niveau 2. Supposons que toutes
les unités au deuxieme niveau sont indépendantes les unes des autres, et que les

unités au niveau 1 emboitées dans une telle unité du niveau 2 sont corrélées.

On peut donc construire un modele linéaire mixte a deux niveaux a partir de
cette structure de données. A ce chapitre, on ne présente qu'un modele mixte avec
I’'ordonne a 'origine aléatoire.

17



18  CHAPITRE 3. MODELE DE REGRESSION LINEAIRE MULTINIVEAU

Le modele est défini par :

Yij = Xlijﬁ —+ ZijUj + 20ij€ij, (311)

oni=1,.,N;,j=1...Mxy=1 2 ... Tp-1)ij)
Les hypotheses du modele sont les suivantes :

i) u;~N(0,07)

i) eij ~ N(0,07)

iti) Cov (uj,ei5) =0 Vi,j

) zi;=1 Vi,

'U) ZOij =1 V Z,j

Sous la forme matricielle :

Y = X0+ Zu+ Zye (3.1.2)

ol
. . SON;
Y, le vecteur de la variable réponse, est un vecteur de 8- "7 .
X, la matrice des variables explicatives, est une matrice de dimension >>; N; X p.
(3, le vecteur des parametres des effets fixes, est un vecteur de R?.

Z, la matrice des coefficients des effets aléatoires au niveau 2 de la population,
est une matrice de dimension »°; N; x M.

u, le vecteur des effets aléatoires au niveau 2 de la population, est un vecteur de

§RM
€, le vecteur des termes d’erreurs, est un vecteur de RN,

Zy, la matrice des coefficients des effets aléatoires qui permet de tenir compte
de I'hétéroscédasticité au niveau 1 de la population, est une matrice diagonale de
dimension »7; N; x 3>, Nj.
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jeme

Ainsi, la matrice de covariance du vecteur des y pour la j grappe est
V; = Zjo.Z; + o*D;,
ol
Zj = (le...Zij)/, (313)
D; = diag(zglj . 'Zgij)' (3.1.4)
Il est également intéressant d’écrire la matrice de covariance
2
Vi(0) = 0,Gy; (3.1.5)
k=1

comme une combinaison linéaire des matrices symétriques Gy;, ou 61 = 02, 5 = 02,

0 sik=1

Gy = 0Dj+ (1 =) Z; 25 et 5k:{ 1 osik=2"

3.2 Estimation des parametres du modele

Plusieurs méthodes ont déja été développées pour estimer les composantes de la
variance et les parametres dans un modele mixte. Ce sont la méthode du maximum
de vraisemblance restreint (REML), la méthode du maximum de vraisemblance
(ML) et la méthode MINQUEQ. Parmi eux, la méthode du maximum de vraisem-
blance restreint (REML) est la méthode qu’on utilise le plus souvent.

Ce document se penche sur la méthode du maximum de vraisemblance. Puisque
la méthode du maximum de vraisemblance (ML) est équivalente a la méthode
itérative généralisée des moindres carrées (IGLS) dans le cas de la normalité (voir
Goldstein (1995)), on la présente sous cette forme.

3.2.1 Calcul de la fonction de vraisemblance et du maximum
de la fonction

Vu que les unités primaires de la population présentée dans la section précédente
sont indépendantes et que les unités secondaires ne le sont pas, on donne la densité
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conjointe des données sous la forme suivante :

L(3,V;) = [T{@m) 2|2 expl = (Y; = X;8) Vi (Y; = X;0) /2]

La méthode du maximum de vraisemblance consiste a chercher la valeur de (3
et V; qui rend la valeur de la fonction de vraisemblance (L) maximale. Puisque V;
est en fonction de 6, la démarche est équivalente a chercher la valeur de 3 et 6 pour
maximiser la fonction L.

Pour commencer, on calcule la fonction de log-vraisemblance :

1(8,5) = log(L) = 3 | = Zlog(2m) — 5 log Vil — (¥; = X,V (¥; - X,0)/2]

Ensuite, on calcule les dérivées partielles par rapport a tous les parametres. A
cette étape, on peut facilement avoir le vecteur des dérivées partielles par rapport a
v ol

_ ryy—1 ryy—1
95 = =2 XV X8+ 3 XV (3.2.6)
j J

Le calcul des dérivées partielles par rapport a @ fait appel aux résultats suivants
(voir Christensen (1987), p. 231). Soit une matrice A en fonction d’un scalaire s,
alors

i)

6A*1 _ 4
Js 0

0A 04 41
s

i)

9 log |A| = tr(A !

8A>
0s

O0s

Ces resultats permettent d’obtenir les dérivées partielles de la log-vraisemblance
par rapport a 0 : Avec k=1,2,

o L0V, 1 0V, .
%6, 2;{ 3 (VJ M)Jr Y; — X;8)V; " aev LY, — X;8) (3.2.7)
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_ 1 10V 1) Ly _x. v . }
- Z[ st (Vi GV ) + 500 = Xia v RV - X,)
1 oV I 1
= Z{_W(leaejv 129lGU> (15 = KBV g Vi (Yj_X’ﬂ)}'

J
Afin de trouver les valeurs de (3 et # qui maximisent la fonction L, on résout les
équations (3.2.6) = 0 et (3.2.7) =0 .

Malheureusement, on ne peut pas toujours obtenir des formes explicites de (3 et
0 en résolvant ces équations. On adopte ainsi un processus itératif pour faire face a
ce probleme.

3.2.2 Algorithme pour maximiser la fonction de vraisem-
blance

L’algorithme pour ce processus se présente en quatre étapes :

— Premiere étape : initialiser 9 avec des valeurs quelconques ;
— Deuxieme étape : sachant 871, calculer 3 en résolvant ’équation

PO — o),

ou P est une matrice p X p

PO =3 XX, (3.2.8)

Q est un vecteur de P

Q) = Z X;yﬁ”*@; (3.2.9)

— Troisieme étape : sachant 5, calculer ) en résolvant I'équation
RMYr) = g

ott R est une matrice 2 x 2 dont I'élément (k, () est donné par

Z tr( GV Gl]> (3.2.10)
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S0 est un vecteur de R2 dont le k¥€M€ glément est donné par

(- xpO VGV G S xE) ) (32)
J

— Quatrieme étape : répéter la deuxieme étape et la troisieme étape jusqu’a
convergence, c-a-d, la différence entre S~V et B et celle entre 1) et H)
sont tres petites.

3.3 Mise en ceuvre de ’algorithme

Dans cette section, on fait des efforts pour préciser P, Q). R et S dans
notre modele. Ainsi, on essaie de tous les exprimer sous forme de totaux. Le travail
de cette section est long, mais les résultats qu’on attend sont moins volumineux.

L’avantage de cette mise en ceuvre tient du fait qu’elle élabore un lien entre la
méthode itérative généralisée des moindres carrées (IGLS) et la méthode itérative
généralisée des moindres carrées pondérées (PWIGLS) qu’on présentera au chapitre
suivant. Plus tard, dans la section 4.1, on verra comment les résultats obtenus dans
cette section peuvent faciliter ’application du modele a des données d’enquéte re-
cueillées avec un plan complexe.

Pour simplifier la présentation dans cette section, on note V;(T*l) par Vj, D](Tfl)

par D;, ZJ(T_I) par Z;, 00V par 0, et 05" par 6,.

Récrire PM QM R et S sous formes de totaux

Le processus comporte deux étapes principales, dont la premiere est de remplacer
V! par sa forme matricielle dans (3.2.8), (3.2.9), (3.2.10) et (3.2.11).

ur démarrer, on u inver matri . Un rme matrici
Pour démarrer, on calcule I'inverse de la matrice V;. Une forme matricielle de

V}_l est donnée par

I A )
vl G(D ' DI ZAZD; 1>, (3.3.12)

J J
2
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ou

9 —1
A = (Z]’.Dj—lzj + é) .

Ensuite, on remplace Vj’1 par sa forme matricielle déduite de I’équation (3.3.12)
dans les équations (3.2.8) et (3.2.9), et on trouve

1

P = o M (XID;'X; — X!D7' Z;A; Z: D X)), (3.3.13)
J
1
QU = 7 > (X;D;'Y; — XiD;' Z;A; Z; DY), (3.3.14)
J

Quant a I’élément (k,1) de la matrice R et I’élément [k] du vecteur S, non seule-
ment Vj’1 est remplacé par sa forme explicite, mais Gy; et G;; sont aussi remplacés
par leurs formes matricielles montrées dans (3.1.5). D’ailleur, beaucoup d’efforts sont
faits pour réduire les formes de résultats. Finalement, les expressions deviennent

1 !/ — ] _
ROk, 1] = 7 S 16kON; + 82D Z;Ch; + 6x(1 — 6) Z,D; ' Z; (3.3.15)
2
+ (1= 0)(Z;D5" Z;)Chyl
1
SUk] = 7 > (6xE; D} E; + B D} Z,C; 23D Ey), (3.3.16)
J

ou
Chj = Brj — 0uA; — Biy ZiD; ' Z; A,

)
By; = 0—?(1 — 0)A; — 0 A,
Ly =Y; = X;0.

( Les détails des calculs sont présentés a la section 3.5.)

En second temps, on se concentre sur I’expression des formes matricielles a 1’aide
de totaux. C’est le moment de nous rappeler les équations (3.1.3) et (3.1.4). Ce sont
ces deux égalités qu’on utilisera tout au long des calculs suivants dans cette section
pour préciser le vecteur Z; et la matrice D; de notre modele.
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En fait, pour obtenir des formes de totaux pour la matrice P(") et le vecteur Q") &
partir de (3.1.3) , (3.1.4), (3.3.13) et (3.3.14), ce n’est qu'une simple transformation.

On a éventuellement

Matrice P

, 1
P = o > (T1j — a;TyTy;),
J
ou .
Xini-
T = Z 22 .
i 05
XiiZii
Ty = Z ZJQ ’
i 20ij
6
CL] <T5j —f- ?1
2
2
Ts; = Z 2j
i ~0ij
Vecteur Q")
. 1
Q" = % Z(Tiij — a;15;Ty;),

ou

YijZij
T4J'ZZ J2 o

i R0ij

(3.3.17)

(3.3.18)
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On remarque que T4;,T5;, T3, Ty; et T5; sont tous les totaux au niveau 1 des
données, et que P et Q) sont tous sous des formes de totaux au niveau 2.

Les calculs sur R™ et S sont beaucoup plus complexes et ils se font élément
par élément.

Matrice R

1) R™(1,1)

Aveck=1etl=1,o0n ad, =0 et & = 0. Par conséquence, les trois premiers
termes de (3.3.15) sont nuls . On a alors

RM(1,1) = 2Zo+0+o+(z’ Z,)C4;)

2

= 2 Z (21: (ZOU) Cl])
) 922(zZ%)z(Zi(z%/ZZ;)@l%)2

2
1
a ;(( iZin/Zgij>_1Q2+01>
= Zbﬂz’
J

ou

2) R (1,2)

Cette fois-ci, on a 0, = 1 et §; = 0. En utilisant ces égalités dans (3.3.15), on
obtient

1
R"(1,2) = 292(0+Z’ D;'Z;C; 40+ 0)
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. (Z 25 ) ( 02 >2
N j T 201/ \ (25 255)01 + 0
b;
7 T

3) RM(2,1)

Pour cet élément, il suffit de faire appel a un théoreme de trace : Soit deux
matrices carrées A et B. Alors, tr(AB) = tr(BA) . (Voir Graybill (1983), p.302)

Dans notre cas, V; ' Gy; est une matrice carée. On a donc tr(V; ' Go;V; ' Gyj) =
tr(V; ' G1;V; ' Gy;), plus précisement R™(2,1) = R1(1,2).

4) R™M(2,2)

Dans ce cas-ci, 0, =0, 6, = 0 et deux termes de (3.3.15) sont nuls. I devient

1
R™M(2,2) = @Z(Nj + ZiD;' Z;Cy; + 0+ 0)
2.

i ~0ij i ~0ij
1 1 22
o L +( u._lﬂ
z]:@%< ! ) 9% zi:’z(Q)ij !

(1 1 1 2 1 2
— —(N:—1)+ —
Z (9%( ! )+ 03 (( izgj/zgij)7192 + 91) ( izi2j/z(2)ij) ]

J

1 b2
= —(N; — 1)+ ]]
Z _9% ’ ( iZin/Zgij>2

J

= Z(é(]\fj—leéj).

J

En résumé,

S B2 > b2/ Ts;
RO) 3% 77 ) 3.3.19
(zj 2Ty Y, (022<Nj—1)+b?/T%) S
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Vecteur S

D’une méme maniere, on retravaille sur la forme de S [k] présentée dans (3.3.16)
pour I'obtenir sous forme de totaux.

1) M)

|
SO = Y 0+(E;D;12j)201j>
1

2 (
2
E—— ez‘jzz'j>2( 0 )2
03 Z <<Z 25 (X3 28;/28i)01 + 02
2

ou )
0= P eijzij/zoz'j
J T5]
€ij = Yij — Xijﬁ . (3320)
2) SM[2]
1
S = @05 'E; + (E;jD; ' Z;)*Cy))
_ 1 Z e n <Z eijzij>2<b?9§ _ng)]
03 7L Z5ij T 20 T3

1 [ €2 b203
ij 2
- ds[p g ou(ne )
03 J Xz: Zgij ! wt T5;
1 r 2. b2 292
1] J
= - + 12T 23T + ]
03 ; ; Zow g A TSJ
1 [ €2 €iiZii b2 03
= gl | S Ty -2 Sy + 2
Z - T5j

2 5 L 4 0i5 7 OU
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1 ez 22 — 2525145 b2-,u2.92>
ij ij ij <ijHj jH 72
& ZJ: <ZZ: Zij zz: Z5ij Ts;
2,2
_ Z [1 Z (eij — ziiy)? n bjﬂj]
J 03 5 Z(Q)ij Ts;
2,2
- (g
TN T T

ou

T6j = ZUZQJ
i

_ (e — zijiy)

Vij = ————— .
20ij

Notons que v;; est le résidu ou on enleve les effets aléatoires.

En bref,

S = R ik . (3.3.21)
(05 Toj + 0343/ Ts;)
(Note : Pour les détails des calculs de A;, By; et Cy;, cf Annexe)

Malgré des longs calculs, on a terminé avec les résultats moins volumineux.
Comme on le voit, T5; et Ty; sont les totaux au niveau 1 et tous les éléments de R
et S g’écrivent sous des formes de totaux au niveau 2.

3.4 Cas particulier

Dans cette section, on traite un cas ou les estimateurs du maximum de vraisem-
blance ont une forme explicite.
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Hypothése

Prenant la méme structure de la population définie dans la section 3.1, on postule
que le nombre d’unités secondaires est égal pour toutes les unités primaires N; = N.
D’ailleurs, le modele ne contient qu'un vecteur de x = (1, 1;;)" , avec >-; 15 = 0 et

T1i5 = T1ij7 = 14 ou j 7é j/-
Alors, le modele devient
Yij = Bo + uj + Biwy + €5

onj=1,...,M,i=1,...,N

Calcul des paramétres

Premierement, on initialise #; = 1,05 = 1.

Deuxiemement, on calcule § en résoudrant ’équation

PB=Q. (3.4.22)

Prenant 3°;x; =0, on a

1 T4 N 0
i i Ty >0 Ty

ner)- ()

1 > Yij
T35 = Yij = )
! ; ( T1i ) ’ ( > T1ilYij )
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Selon (3.3.17) et (3.3.18), la matrice P et le vecteur () deviennent

P = Y (Ty — a;TyTy))

N 0 _ CLJ']V2 0
0 22 0 0

I
N

>0 Yig | a4 N iy
> T1iYij 0

_ Ziyij(l_ajN)

zj: ( 22 T1iYij )

ﬁ Zj >0 Yij '
Ej > T1:Yij

J

Ces résultats nous permettent de récrire 1'équation (3.4.22) sous la forme sui-

ﬁ—% 0 Bo _ ﬁ > i Yig '
0 Zj D 37%1 I3} Ej > T1:Yij

Un résultat exact pour B est donc donné par

vante :

N 1 ~
Bo = MN;;‘% =Y.

roo 1 > 22 T1ili
b= =S
M X,
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Notons que, tout au long du calcul, les valeurs de 3 ne dépendent pas de valeurs
de 6. Autrement dit, le vecteur 3 reste toujours le méme quelque soit le nombre
d’itérations.

Troisiemement, on calcule 6 a partir de I’équation

RO=S . (3.4.23)

Quelques calculs préliminaires nous donnent

Ts; =N, Ts; = Zileij — Z}Veij)z ;
b= = 2y, = 2 e

N M = TN Vg =6 — TN

O €;; = Yij — Xij 3.

Avant de résoudre I’équation 3.4.23, on simplifie 1'élément S[2] :

S[2] = Z(;Rﬁbij)
= Z Z(eij_zj\fij>2+]m1

— Z gefj—;(geij)2+(zi]?j) (s 6@]))2]

= X ;e?j—(ze"jy(;_}v) 1+N ]

Selon (3.3.19) et (3.3.21), la matrice R et le vecteur S sont donnés par

M(%)Q M(1+]\]f\[)2

N
M55 M[(N —1)+ (HIN)Z]

R:
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et
G- e (i)
S Yiel — oy i (i e)?

L’équation (3.4.23) devient alors

‘M(HLN>2 M(HAJ[V) ( 01 ) _ ( WZ (X eif)? )
Mt MV =1+ ] A0 ) T\ S maed — i e

De ce fait, on obtient deux équations avec deux inconnues.

N \? N ,
M(1+N) O T S Eh Rl +1N)2Z(Zeij) (3-4.24)
et
N 1 24+ N
M(1+N)291+M[(N_1)+(1+ }QZZ 1+NZZ;
(3.4.25)

Prenons (3.4.25)*N -(3.4.24). Il nous reste seulement 6, dans ’équation :

N(2+N)

MN(N = 1), = NZZ WZZ% - 1+NQZZ€U

En résolvant cette équation, on obtient enfin

b= ST fjjvvgzz% P e S ]
= S STy S ]
- ¥l ZZ(% Eey’

) M(Nl—l) 22wy =0~ Frani = g5 49 +0)°
J 2
N M(Nl—l) ;;ww — 4, — Pirn)’
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Ensuite, on calcule 8; & partir de I'équation (3.4.24). En enlevant le facteur

commun aux deux cotés de cette équation , on a

MN201 + MNHQ = Z(Zei]‘)Q .
F
Alors,
N 1 _
0, + NQQ = UN2 zj:(zz: yij — Ny. — NBjz1;)°

1
= aave 2o u — N
J %

= ]\1/_, ;(ZJ. — 7).

Finalement, on remplace 0y par sa forme explicite et on obtient

1

R 1 o, ) 2
01 = i ;(y — ) — MN(N —1) ;sz(y” — 45— Brrn)”
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3.5 Annexe : calculs détaillés de certaines expres-
sions

I. Les détails des calculs pour (3.3.15) et (3.3.16)

1
‘f*l -1 flz 7 -1

J
2

o A;=(Z;D;j'Zj+ )7

VG = o (M + (1= 6)D; 2,2, — (1 = 6) D7  Z;A,Z,D7 2, Z!

— 6 D; ' Z; A Z’>
= [(5kl+D 'Z; ((1—5k)(J—AjZ§D;IZj)—5kAj)ZJ’}
2
= 3 (6kI+D ' Z;By; 7))
2
ou
By = (1=0)( — A;Z/D;"Z;) — x4

(

(1 — 8k (A A A]ZJ’- D;'Z;) — 6,4,
= (1=0)A;(A;" = ZiD; ' Z)) — 04,

02

= G 0=004; —6eA,
‘/j_le’jV;‘_lGlj —

62 ((5kI—I—D 'Z;By; Z5) (6 + Dy 'Z; iBi;Z;)

= @ (5k5,1+ oxD; ' Z;B; Z;

+ 8D Z; By Z 4+ D 2By 25D 2By 21
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0,
- [5k5l1+5k (01( — 8)A; — 8A)Z,
+ 6D Z; By, 2!

+ D;'Z;By; Z; Dy Z(Z( — &) A; — 0A;) Z])
1

= 92[5k5l1+5l( 2By Z; — 6D Z; A Z)

0
— D;'Z;By; 2D Z A Z0) + 6k(1 — 6) (5

‘. D' Z;A; 7))

+(1 —(Sl)(g2

nglszka;D]lejAjZJ'.)}
= @ L (68l + 6D} Z;(Byj — 0wA; — By Z; Dy Z;A5) Z;
+06x(1—06)D; ' Z;A; (A — ZiD; ' Z;) Z

(1 — 6)D; ' Z;By; Z; Dy Z; A (AT — 23D Z5) 7))
7 [5k(5l1 +6D;' Z,Cri Z

+0u(1 = 8)D;'Z,Z; + (1 - 8)Z,D;' 2;Cy; Dy Z; Z

ol ij :Bkj 5kA BkJZI j_IZjAj

EV'GuV'E; = ( ]92(5k1+D 'Z;By; Z})(D;! —D;lszjZ]’.Dgl)Ej>
1
7 (E’(ékD + D;'Z; By Z;D; !

— D' Z;By; Zi D Z;A; 25D

— 6 D; ' Z;A; 2D )EJ)

1
- QQ(E'(5kD +D;'2,CryZ; 1>E'>

ou E; =Y;—X;0

35
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Selon (3.2.10) ,
1 _ _
R(’")(k’ l) = @ Z[ékle] + 5ltT<Z]/.Dj 1Z]~ij) + 5k(1 — 5l)tT(Z;Dj 1Zj)
J

+ (1= )tr(Z;D; ' Z;Cr; Z; D5 Z;)]

1 _ _
= @ ;wkaﬂvj + 82D Z;Cry + (1 — &) 2D Z;
+ (1= 0)(Z;D; ' Z;)*Cyj]
Selon (3.2.11) ,
T 1 — — —
SOk = 7 > tr(0xB;D; By + EyD; ' 7,0 2305 E))
J

1
= 5 LOE D E; + BiD; Z,CyZ,D; )
J

II. Les détails des calculs pour de A;, B;; et Cj;

Aj - 01
( iz%/zg¢j>91 + 0o
By, = 8—1(1 — 0p)A; — 0 A;

Cij = Brj — 0uA; — Biy ZiD; ' Z; A,

wo
01 20\
i 2] 26 )+ 0o
0o
<Zi Z%/Zgij)el + 0y
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212] 0,
Cij = Biy— B> 5"
i 0 ( izgj/zgij)el + 03
02
0

2
< (Zz Zz’zj/zgij>01 + 92>

= By

37

BQJ' - —Aj (3526)

2
i ~0ij
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Chapitre 4

Utilisation du modele de
régression multiniveau sur des
données d’enquéete complexe

Le modele mixte est un module spécialisé permettant de traiter des données
avec une structure hiérarchique. Souvent, des populations a étudier a I'aide d'une
enqueéte ont cette structure, et cette similarité nous permet d’utiliser le modele mixte
a I’étude de sondage.

Le but de ce chapitre est de présenter une méthode d’estimation des parametres
d’enquete a l'aide d’'un modele linéaire mixte a deux niveaux. Pour atteindre cet
objectif, on définit les parametres-recensement dans la section 4.1 et on présente
une méthode d’estimation des parametres-recensement dans la section 4.2. Ensuite,
dans la section 4.3, on introduit une technique pour I'implantation de cette méthode.
Finalement, on calcule des estimateurs de variances dans la section 4.4.

4.1 Définition des parametres-recensement

Les parametres-recensement sont des parametres calculés a partir des données de
la population. Supposons qu’on a une population et que 1’on postule que le modele
de régression multiniveau s’applique a la population complete. La description de la
population est la suivante :

39
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Soit une population U avec M grappes. La taille de la grappe j (j =1,..., M)
est IV;. Supposons que les grappes sont indépendantes les unes des autres, et que
les unités dans une grappe sont corrélées. Notons que les grappes et les unités dans
les grappes correspondent respectivement aux unités au niveau 2 et aux unités au
niveau 1 dans le modele de la section 3.1.

Quant aux calculs des parametres-recensement, ce n’est qu’une application di-
recte des résultats du chapitre précédent. En se servant des données de la population,
on obtient facilement PUT), (J), Rg) et S(UT ) avec les résultats quon a cu dans la
section 3.3. Ensuite, en suivant 1’algorithme présenté dans la section 3.2, on obtient
les parametres-recensement : B et ©.

4.2 Estimation des parametres-recensement

4.2.1 Plan du sondage

Prenons un plan de sondage a deux degrés avec lequel on tire un échantillon S
en effectuant un tirage aléatoire a deux niveaux de la population U :

1. Sélection de m unité primaires d’échantillonnage parmi M unités au niveau

2. Pour chaque unité primaire tirée au niveau 2, tirer un échantillon aléatoire de
n; unités secondaires parmi les N; unités que contient cette unité primaire.

Soit la probabilité d’inclusion d'une unité primaire donnée est 7;, et que la pro-
babilité conditionnelle d'une unité secondaire 75 étant donnée que la unité primaire
J est tirée dans Iéchantillon est m;;. Les poids d’échantillonnage sont données par
I'inversion de la probabilité d’inclusion, avec w; = 1/7; au niveau 2 du plan et
w;; = 1/m;; au niveau 1 du plan.

4.2.2 Estimation des parametres-recensement

Pour estimer des parametres-recensement, on travaille sur des méthodes pour
incorporer les poids d’échantillonage. Due a la complexité du plan de sondage (on a
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effectivement deux poids d’échantillonage), la méthode pondérée utilisée au chapitre
2 n’est plus appropriée. On cherche donc d’autres méthodes pour faire face a ce
probleme.

Dans cette section, on présente une méthode proposée par Pfeffermann et coll.
(1998), notamment la méthode itérative généralisée des moindres carrées pondérés
(PWIGLS). C’est une méthode fondée sur la méthode du maximum de vraisemblance
(ML) et la méthode itérative généralisée des moindres carrées (IGLS). Au début, il
est utile de jeter un coup d’ceil sur la méthode d’estimation des totaux de population
finie.

Soit un échantillon Sy tirée d’une population Uy. Si on est intéressé a estimer
le total d’'une variable y dans cette population, on ne fait appel qu’a la formule
suivante :

tAy = Z W;iYs,

i€So

ou fy est 'estimation du total de la variable y dans une population Uy ; w; est le
poids d’échantillonnage associé au i*“*¢ individu dans 'échantillon Sp; y; est la
variable d’intérét mesurée pour le i*¢"¢ individu dans S.

Maintenant, c’est le moment de profiter des résultats calculés dans la section 3.3
pour élaborer la méthode de prévision des totaux et la méthode itérative généralisée

des moindres carrées (IGLS).

Avec des données d’enquéte, les estimations de T3, ..., T peuvent étre données
) VR y L7Tg
par
X;i X
& ijXij
Tij =) wi 2
€S 0Oij

X

ij%ij
2

Ty =) wij—5
ieS 01

A XijYij
Ty =) wij—y
i€eS 075
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Yijij
Tij =) wi;=5

i€s 0ij

2

~ zZ.
e Y
Ts; = > wy; 22
i€S 0ij

7 _ ~2
Toj = Y wijty;
€S

Notons que Ty, ..., Ts; sont les totaux au niveau 1 du plan. Il est donc propre
d’utiliser wy;, le poids au niveau 1 du plan.

Les formes des estimateurs pour a;,b; , p; et v;; deviennent

A
oo (1)
1

fij = (Z wi|j€ijzij/zgij>/T5j

€S

bij = (€5 — 2ijft;)/ 206
ot 0 = 9%7”_1) ot By = 957"_1). Et pour l'expression de e;;, on fait appel a (3.3.20).

Finalement, les sommes au niveau 2 du plan font intervenir les poids w;. Les
estimateurs de P((Jr), Qg), Rg) et S((JT ) peuvent donc s'écrire sous les formes
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by 5
00 = LS (B, — oy Ty, T
S — D wi(Ty; — a;To;Ty)
by 5
e R X, wibi/Ts;
P\ STy (020 -1+ 8/13)

G _ 2 wibsf
> w; (052 Te; + b33 /Ts,)

43

(4.2.1)

(4.2.2)

(4.2.3)

(4.2.4)

A Paide de la procédure itérative de la section 3.2, on peut éventuellement obtenir

des estimateurs pour Bet O.

4.3 Implantation

La réutilisation est au coeur de I'implantation des méthodes de pondération. Vu
que la méthode itérative généralisée des moindres carrées pondérées est une exten-
sion de la méthode itérative généralisée des moindres carrées dans un contexte du
sondage, une réutilisation de I'implantation de la premiere méthode dans le deuxieme

cas est une approche attrayante.

L’implantation se déroule en deux étapes :

Etape 1 : Remplacer z;; par wj_l/inj et 29;; par w;

A cette étape, les totaux deviennent

/

=D w; wzlg = w;T1;

i€S Oij

1 Xi: 2 1 .
2 lJ ij 2
=Y wiwy;—5 = w} Ty

€S 02j

—-1/2

(4.3.5)
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XijYij 2
Ty = Y wjw;—5 = w;Ty
ics 0ij

1 YiiZij 1.
— 2., ZHUTY 2
Ty —ij Wili— 5 — = W Ty

i€S 0ij
22 .
1
Tsj =) wij—- =T
ices  ~0ij
T = Z@ij = w;Tg,
i€S
et R
&j - (Tg)j + T2>71 == & (436)
1
.0 .
b= (0 + =)t =b
. 5 €ijZij 5.
Hj = Z(wj Wilj— 5 )/Ts; = wj
€S Oty
_1 1 1 101

~ 2 ~ —2,, 2 _ 2,12 7
vij = (eij — w; Zijﬂj)/(wj W) 20ij) = Wi w; Vi
<A -1 A -1
ot O = 6" et 6, = o,

Afin de comparer les résultats obtenus a cette étape avec ceux de la méthode
itérative généralisée des moindres carrées pondérées, on calcule les valeur de P,
QU, R™ et ST & Taide de (3.3.17), (3.3.18), (3.3.19) et (3.3.21) avec les change-
ments effectués a ’étape 1 et on les présente sous forme de T]

~ 1

P = = S(Ty — 4Ty, = ng (Ty; — 4,113
2
O — o Z(Tsj a;To;Ty;) = ij (Ts; — a;To;Ty;)
27
s _ [ Db X 03/ Ts;
Y05/ s %, (922("j —1)+ b?/ng)
Zj I;jz Zj ég/j}u

02Ty T, (éf(nj —1)+ 5?/Ts?j)



4.4. ESTIMATION DE VARIANCES DES ESTIMATEURS 45

a0 _ R
>0 2Ty + b33/ T;)
5 wib?ii?
> w;(05°Tg; + 0203 [ Tx;)

Notons que la matrice P™) et les vecteurs Q) et S sont identiques a ceux
qu’on a obtenus dans la section 4.1. Par contre, la matrice R obtenue a cette
étape n’est pas identique a celle qu’on a obtenue dans (4.2.3).

Etape 2 : Modifier la matrice R(")

— multiplier les termes sommés dans les quatre sommes en j par wj,

— pour R (2,2), remplacer n; par N; = > jes Wil

4.4 Estimation de variances des estimateurs

Dans cette section, on travaille sur les estimations des variances des estimateurs
B et O en se servant de la méthode de linéarisation.

A

4.4.1 Estimation de la variance de B

En premier lieu, on linéarise la statistique B. Prenons ]55 = lim,_, pé«r) et
QS = 11m7‘—>oo Q.(ST) :

A 1 A
B = Ps Qs
~ 111 ~ Ao
= Ps [éwasz—aszij]
2

-1 (1 (Vi
=0 1{é2wj{2winJ<yj
2

2
ieS 20i;

— Xij,B + Xij/B)
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s i — Xij B + X35’ B) 2y

_ajTQijiU(yJ j > i'B) J}}
€S 0ij

xij' B)

A *1 Xij yz
= { Z%[Zwu : jz2

€S Ozj

7, i B i S—1 1
aJT2JZwZ|J U );J )Z]}}—i_P B

i€S ZOZ]
A =1 xi5(vij — %35’ B)
LA PO P
i€S ZOU

1 1B 1]
agTQJszU(yJ XJ )Zﬂ}.

€S ZOZ]

Notons que
1) Pg converge en probabilité vers ]5U, ot Py = lim, o P((f) ;

2) Etant donnée O,

xij(vij — x5’ B) . - (yi; — X' B) 2y
Ly [y B g s, )

0, 5 ies 0ig ies i
converge vers une loi normale quand m est grand.
Selon le théoreme de Slutsky, étant donnée O,

x;;' B)

B! i (Yig e (yi; — xi5' B) 2
R N P S

i€S ~0ij i€S 075
converge vers une loi normale tant que m est grand (voir Pfefferman et coll.(1998)).

Alors, la variance de B est donnée par

> 'B
Var(B) = Var{PUl _ Z w; {Z wy; Xij (yz] Xij )

€S ZOZ]

(yu xi' B )z,-q }

—a, T2J Z Wi 2

€8 ZOz]
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En approximant B par B et Py par Py , on obtient un estimateur de cette

variance :
- Xij€ij €ijZij -1
w(B) ~ [zwj(m] — Ty 3wy ) | P
i€S OU €S 0ij
1 ~
I | 2. 7\ p-1
= ol m—l(zchjcj)PS :
2 jes
ou

F XijCij

17; = Zwib 22
i€S 0zj

€ij%ij

Ty =D wij—5
i€S 025

En suivant la méme implantation introduite dans la section 4.3, on obtient

~ Xj€ij ~
Trj = > wyjwy—5— = w;Ty,
€S 01j

_ 2, WY 2 X
Ty = Y wiwy;—5+ = w} Ty,

i€S 0ij
¢ = Trj — ;T3 Ty = wy[T7; — ;15 Ty).
Les calculs de @; et Th; font références aux équations (4.3.5) et (4.3.6).

Finalement, on évalue #(B) et on la compare & avec ©(B). On obtient

~ 1 -~ ~ 1 - ~
5(B) = Aplm( Ejé’->P1 = | (Zw ¢e J) _ ¥(B).
j JES

Notons que #(B) obtenue est identique a o(B).
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A

4.4.2 Estimation de la variance de ©

En suivant la méme démarche, premierement, on exprime S} par une fonction
linéaire :
6 = Rglgs

= R;lgs — R;lés@ + 6

= O+ R3'(Sy— Rs0).
Notons que Rg = lim, o ];’(ST) et Sg = lim, . S’g).

De méme,
1) Rg converge en probabilité vers Ry, ott Ry = lim,_ o f{,(f) ;

2) Sous certaines conditions, Rg'(Ss— RgO) converge vers une loi normale (voir
Pfefferman et coll.(1998) pour la discussion des conditions de convergence).

Par conséquence, 1%51(5”5 — Rg@) converge vers une loi normale. On obtient donc
la variance de © : ) o )
Var(0) = Var[® + Rg'(Ss — RsO)].

Un estimateur de cette variance est donné par
v(©) = Rgz'w(S — RO)RS!

_ p-1.m 2 H—1

o (ijdjd;)}zs ,

ou

4 = 03 (@3 — 61 — 62/ T5,)
’ 052 Ts; — (N; — 1)0o] + [D3(fi3 — 01 — 02/T5;)]/T5;



Chapitre 5

Application

Dans les chapitres précédents, on a étudié quatre méthodes d’estimation ; dans
ce chapitre, on applique ces méthodes aux données d’enquéte. L’enquéte qu’on a
choisi est I’Equéte aupres des jeunes en maison d’accueil qui a été réalisée en 1987
aux Etats-Unis par le Ministere de la justice américaine.

5.1 Plan de sondage

La base d’échantillonage de cette enquéte est deux cent six institutions aux Etat-
Unis. Les institutions sont réparties en 16 strates selons leurs taille. En effet, les cing
premieres strates sont des regroupements des 195 petites institutions et les neuf plus
grandes institutions sont chacune une strate .

Dans les cinq premieres strates, on a un plan d’échantillon a deux degrés : le
premier degré (niveau 2) sont des institutions sélectionnées dans chaque strate et le
deuxieme degré (niveau 1), des jeunes sélectionnés dans chaque institution.

Puisque, dans ce document, on n’étudie que le plan de sondage a deux degrés,
on ne saisit pas d’information sur la stratification et on considere seulement les
données dans les cinq premieres strates. Finalement, notre base de données contient
39 institutions (unités primaires) et 1799 jeunes contrevenants (unités secondaires).

Les variables qui servirent a ’analyse sont les suivantes :

49
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— PSU : identificateur de I'unité primaire
— PSUSIZE : nombre de jeunes contrevenants dans 1'unité primaire en 1987
— FINALWT : poids final comprend un ajustement pour la non-réponse et une
calibration au total des jeunes contrevenants obtenu dans un recensement de
1987
— AGE : age du jeune contrevenant ou de la jeune contrevenante (en année)
— AGEFIRST : age hors de la premiere arrestation (en année )
— NUMARR : nombre d’arrestations
A partir de la variable AGE et AGEFIRST, on a crée une variable YEARS
qui mesure le nombre d’années apres la premiere arrestation (Y EARS = AGE —
AGEFIRST).

Dans la base de données, certaines valeurs pour la variable PSUSIZE sont ab-
sentes. Les valeurs manquantes sont remplacées par la valeur imputée qui est égale
a la taille moyenne de toutes les institution dans la strate a laquelle ’observation
appartient.

5.2 Modeles de régression

Les modeles de régression a étudier ont tous une variable de réponse et une
variable explicative. La variable de réponse et la variable explicative sont respec-
tivement NUMARR (nombre d’arrestation) et YEARS (nombre d’années apres la
premiere arrestation).

Lors de I'ajustement du modele de régression simple, les hypotheses de linéarité,
de normalité et d’homoscédasticité ne sont pas respectées, qui nécessite une trans-
formation sur les données. Alors, on prend une transformation pour la variable de
réponse logNUMARR = log(NUMARR), qui nous permet d’obtenir le modele dont
les hypotheses de base sont bien respectées.

Basé sur les données transformées, on écrit les deux modeles de régression sui-
vants :

I. Le modele de régression simple :

avec £ ~ N(0,07).
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Lors de 'application du modele sur les données de ’enquéte, on utilise le poids
FINALWT.

I1. Le modele de régression mulitiniveau :
LOQNUMARRU = BO + Uj + ﬁl * YEARSZ] + Eij
avec u ~ N(0,6;) et e ~ N(0,0s).

Lors de I'application du modele sur les données de l'enquéte, on applique les
poids a chaque niveau. Ainsi :

au niveau 1,

1 FINALWT,; * PSUSIZE;
i, SEPSVFINALWT,

Wi =

et au niveau 2,

1 SEUFINALWT

7Tj PSUSIZE]

En fait, les estimateurs de B et © sont invariants d’échelle de w;. Pourtant, il
conviendrait de réduire le biais de l'estimation de © deés que la normalisation des
poids w;|; sera entrée en vigueur. Pfeffermann et al. (1998) ont donc proposé deux
méthodes de normalisation en w;); :

Méthode 1 : Remplacer w;; par w;‘]j = Ajjws|j, o0 Ay = D05 wi/ >3 wa;
Méthode 2 : Remplacer Wi\ 5 par w;‘]j = )\ij“j, ol >\2j = nJ/Zf Wi -

Notons que, apres la normalisation, le somme des poids comporte certaines ca-
ractéristiques de I’échantillon. Le somme des poids (325 wy);)?/325 wﬁ ;), dans le pre-
mier cas, peut étre interprété comme le taille d’échantillon effective, tandis que le
somme des poids (n;) est la taille d’échantillon actuelle dans le deuxieme cas.

5.3 Résultats

Les calculs des estimateurs sont faits par les logiciels SAS 9.1 et Splus. Dans
le modele de régression simple, on utilise PROC REG (SAS 9.1) pour estimer les
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parametres non-pondérés et PROC SURVEYREG (SAS 9.1) pour estimer les pa-
rametres pondérés. Dans le modele multiniveau, on calcule les estimateurs non-
pondérés en se servant de PROC MIXED (SAS 9.1). Quant aux estimations des
estimateurs pondérés dans le modele multiniveau, il n’y a pas de procédures en SAS
destinés a ce genre du probleme, on le programme donc en Splus. (Voir les annexes
A et B pour toutes les programmations.)

Estima- Régression simple Régression multi-niveaux

teurs non pond. ‘ pondérée | non pond. ‘ pondérée ‘ méthodel ‘ méthode2
constante || 0,77165 0,74947 0,7863 0,79774 0,77058 0,77094
(o) (0,03502) | (0,06579) || (0,04997) | (0,06289) | (0,06211) | (0,06218)
YEARS 0,28245 0,28693 0,2793 0,27977 | 0,28475 0,28465
(61) (0,00911) | (0,01455) || (0,00927) | (0,01293) | (0,01260) | (0,01262)
Institution 0,04268 0,07297 | 0,06416 0,06425
(61) (0,01426) | (0,03674) | (0,00133) | (0,00133)
Erreur 0,74417 0,73451 0,6996 0,21027 | 0,35521 0,35303
(02) (0,02393) | (0,13639) | (0,00353) | (0,00346)

Note : les erreurs types sont données dans les parentheses.

Interprétation du modéle

Prenant 'exemple du modele de régression multiniveau, on interprete les esti-
mateurs comme suivants : Durant la premiere année apres la premiere arrestation
(YEARS=0), les nombres d’arrestation de jeunes contrevenants aux Etats-unis va-
rient d’une institution & I'autre avec une moyenne de 2, 2205 (=¢%77™). Si le nombre
d’années apres la premiere arrestation augmente d’une unité, le nombre d’arresta-
tion va étre multiplié par 32% (e%*™77 = 1,3228). La variance inter-institutions est

0,07297 et la variance intra-institutions est 0,21027.

Comparaisons des résultats

- Régression simple vs. régression multiniveau
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On constate que les estimations pour les 5 ne varient pas beaucoup d’'un modele
a I'autre. Quant aux estimateurs 6, on remarque que les variations due aux erreurs
(f2) dans le modele de régression multiniveau sont moins élevées que celles dans
le modele de régression simple. En effet, dans le modele multiniveau, on considere
qu’une proportion de variation vient de la variation inter-institutions.

- Résultats pondérés vs. résultats non pondérés

Dans le cardre du modele multiniveau, on observe que tous les estimateurs
pondérés de la variation inter-institutions (6;) sont plus grands que l'estimateur
non pondéré. Par contre, les estimateurs pondérés de la variation intra-institution
(02) est beacoup plus petits que 'estimateur non pondéré.

- Poids final vs. poids normalisés

A partir de la figure 5.1, on observe que la moyenne et la variance de poids au
deuxieme degré baissent apres la normalisation. En effet, les poids normalisés (w;j j)
sont presque égaux a une constante dans deux cas.

mHSOHFD
=
=]
|

poids

F1G. 5.1 — Boxplot : comparaison des poids. 1 : wj;, 2 : Ajjw;)j, 31 Agjwy;, 4 1 wj.
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En plus, l'effet de la normalisation est tres important sur ’estimation des pa-
rametres. On constate que les estimateurs de la variation inter-institution (6;) calculé
a propos des poids normalisés sont plus petits que celui obtenu a partir du poids
final. Ainsi, les estimateurs de la variation intra-institution () calculés a partir des
poids normalisés sont plus grands que celui obtenu a partir du poids final.



Chapitre 6

Conclusion

Dans ce document, on a présenté 1'utilisation de deux modeles de régression sur
des données d’enquéete complexe. Pour les données dont la population possede une
structure hiéarchique, la préférence est donnée a la méthode de pondération basée
sur le modele de régression multiniveau.

Les avantages de 1'usage de cette derniere méthode sont :

— Le modele correspond bien a la structure du plan de sondage et a la nature de
la population ;

— La méthode permet de tenir compte précisement d’informations du plan de
sondage : un usage des poids d’échantillonage est fait a tous les degrés du plan
de sondage ;

— L’implantation de cette méthode de pondération est simple.

Quelques inconvénients a 1'usage :

— Souvent des fichiers publics de données d’enquéte ne contiennent qu’un seul
poids final. II n’y donc pas suffisamment d’information pour utiliser cette
méthode. Dans ce cas-ci, un modele de régression multiple a un niveau s’ap-
plique ;

— Afin d’atteindre une convergence souhaitée, une certaine normalisation sur les
données d’enquéte sera probablement nécessaire.

D’ailleurs, dans ’exemple donné, on ne fait qu'un petit essai sur des données
d’enquéte. Dans le futur, des études approfondies de l'aspect pratique de cette
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méthode seront effectuées.
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Annexe A :Programmation en

SAS

data syc;

infile "Devoir4_donnees.txt" firstobs=2;

input
STRATUM PSU PSUSIZE INITWT FINALWT RANDGRP AGE RACE ETHNICTY
EDUC SEX LIVEWITH FAMTIME CRIMTYPE EVERVIOL NUMARR PROBTN
CORRINST EVERTIME PRVIOL PRPROP PRDRUG PRPUB PRJUV AGEFIRST
USEWEPN ALCUSE EVERDRUG ;

run;

data mod;

set syc;

if age=99 then age=.;

if numarr=99 then numarr=. ;

if agefirst=99 then agefirst=. ;
run;

* data mod2 *;
stk sk sk ok ok ok sk ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok koK

xkkkkkkkkkxkkBagse de donnees contient seulement stratel-5;
kkkkkkokkkkk(n impute des valeurs de PSUSIZE pour remplacer les
fofkkkkkkkkkkvaleurs manquantes; On 1’impute par la taille moyenne;

Fkkdokkkkkkkkde toutes les institution dans le strate qu’elle ;

29
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$fkfookokokokokkkgppartient

data mod2;

set mod;

if STRATUM > 5 then delete;

if stratum = 1 & psusize = 999 then psusize = 29;
run;

* data trans:transformation de donnees *;
stk sk sk sk ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk kk koK

data trans;

set mod2;

lognumarr = log(numarr);
years = age - agefirst;
run;

sk sk sk sk ok ok ok ok o o ok sk sk sk sk sk sk sk sk o ok ok sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk o sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk kR ok
* regression simple *;
skskskok ok ok ok ok ok o ok ok ok sk sksk sk sk sk sk sk ok ok ok sk sksksk sk sk ok sk ko ok sk sksksk sk sk sk ok ok sk sksk sk sk sk ok sk ko ook

%k 3k 5k % 5k 5k %k k 5k %k % non—ponderee;

proc reg data=trans;

model lognumarr = years;

title ’regression multiple sans plan’;
run;

quit;

3k 3k 5k ok ok ok >k ok >k ok k ponderee;
proc surveyreg data=trans;
model lognumarr = years / anova;
cluster psu;
weight finalwt;
title ’regression multiple avec plan ’;
run;
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koo ok sk ok skokok ok kb ok kb ok stk s ok kb s ok skl sk ok stk sk ok stk sk skokok ok sk skokok ok
* regression multiniveau *;

I

st st st st ok ok ko o ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ko ok ok ok ok sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok kKoK

3 3k 5k ok ok ok >k ok >k ok k non—ponderee ;

proc mixed data=trans method=ML covtest ;

class psu;

model lognumarr=years /S XPVIX XPVIXC XPVIXI ;
random intercept / subject=psu;
title’regression multi-niveaux sans plan’;

run;
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Annexe B :Implantation du
modele multiniveau

IGLSvar<-function(donnees.matrice,precision,maxIteration)
FHEH R R R R R R R

#Entree:

#i)donnees.matricecontienne [sumj (Nj)x(p+2)]

# unite primaire

# le vecteur Y [sumj(Nj)x1],

# le matrice X [sumj(Nj)xpl,(x_1,...,x_(p-1))

# le poids wj (w2)

# le poids wi/j(wl)

#ii)precision:precision pour beta et theta demandee

# par l’utilisateur(ex:0.001)

#iii)maxIteration:le plus grand nombre d’iteration demande
# par 1’utilisateur

#Algorithme:

# Methode d’implantation introduite dans la section 4.3
# Algorithme introduit dans la section 3.2.2

# (formules utilisees dans la section 2.3)

# Estimation de la variance dans la section 4.4
g

{

=+

# Implantation Etape 1
remplir z_ij par w_j"~(-1/2)z_ij #

=+

63
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# z_oij par w_j~(-1/2)*w_i/j~(-1/2)z_0ij #

4
1T

=+

#w_j~(-1/2)z_1ij
#w_j(-1/2)*w_i/3"(-1/2)z_0ij

#intialiser w_j"~(-1/2)z_ij et w_j~(-1/2)*w_i/j~(-1/2)z_01ij
all .matrice<-donnees.matrice
all.matricel[, (ncol(donnees.matrice)-1)]<-
donnees.matrice[, (ncol(donnees.matrice)-1)]1"(-1/2)
all.matrice[,ncol(donnees.matrice)]<-
diag(donnees.matrice[, (ncol(donnees.matrice)-1)]"(-1/2),
nrow(donnees.matrice))
%x%donnees .matrice[,ncol (donnees.matrice)]~(-1/2)

#ajouter une colonne de 1 pour X
all.matrice<-cbind(all.matrice[,1:2],rep(1,nrow(donnees.matrice)),
all.matrice[,3:ncol(all.matrice)])

#all.matrice [sumj (Nj)x(p+4)]

# unite primaire

# le vecteur Y [sumj(Nj)x1],

# le matrice X [sumj(Nj)xpl,(1,...,x_(p-1))
#  w_j~(-1/2)z_ij

#  w_j~(-1/2)*w_i/j~(-1/2)z_0ij

H*

AlgorithmeEtapel
Initialisation du vecteur theta

H H R

H H=*

theta.vecteur<-c(1,1)
thetaAncien.vecteur<-c(1,1)
betaAncien.vecteur<-c(rep(-9999,ncol(donnees.matrice)-4))

beta.vecteur<-c(rep(0,ncol(donnees.matrice)-4))
nbIteration=0
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H

Condition d’arret #

H H H

E=3

#condition d’arret:

#1)la difference entre beta.vecteur et betaAncien.vecteur

#et celle entre theta.vecteur et thetaAncien.vecteur sont tres petites.
#Note:Ancien.vecteur est un vecteur qui est calcule dans 1l’iteration
#precedente

#2)nb d’iteration depasse la valeur demande par l’utilisateur

while(sum(abs(thetaAncien.vecteur-theta.vecteur)>
c(rep(precision,length(theta.vecteur))))>0

|l

sum(abs (betalAncien.vecteur-beta.vecteur)>
c(rep(precision,length(beta.vecteur))))>0
&&nbIteration<maxIteration)

#abs(thetaAncien.vecteur-theta.vecteur)>
#c(rep(precision,length(theta.vecteur)))
#sort un vecteur de boolean.

#Lorsque sum()>0,les valeurs de theta ne sont pas
#toutes atteintes leurs prevision.Il est donc necessaire
#de continuer 1’iteration.

#mettre a jour les informations de 1’iteration
nblteration=nbIlteration+1
thetaAncien.vecteur<-theta.vecteur
betaAncien.vecteur<-beta.vecteur

+H+

AlgorithmeEtape2
Calculer beta(r)

H H R

=+ H=

P.matrice<-
matrix(0,nrow=ncol(all.matrice)-4,ncol=ncol(all.matrice)-4,byrow=T)
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Q.vecteur<-c(rep(0,ncol(all.matrice)-4))

for(i in 1:length(unique(all.matrice([,1])))
{

valeurj=unique(all.matricel[,1]) [i]
#calculerP

Xj.matrice<-

all.matricelall.matrice[,1]==valeurj, (3:(ncol(all.matrice)-2))]
Dj.matrice<-

diag(all.matrice[all.matrice[,1]==valeurj,ncol(all.matrice)])
Zj.vecteur<-

all.matricelall.matrice[,1]==valeurj, (ncol(all.matrice)-1)]

T1j.vecteur<-t(Xj.matrice)*)ginverse(Dj.matrice)%*%Xj.matrice
T2j.vecteur<-t(Xj.matrice)¥%*’%ginverse(Dj.matrice)%*%Zj.vecteur
T5j.vecteur=t(Zj.vecteur)%*jginverse(Dj.matrice)%*%Zj.vecteur
aj.vecteur=1/(T5j.vecteur+theta.vecteur [2] /theta.vecteur[1])
P.matrice<-

1/theta.vecteur[2]*(T1j.vecteur-aj.vecteur[1]*(T2j.vecteur)

%x%t (T2j .vecteur) )+P.matrice

#calculer(Q
Yj.vecteur<-all.matrice[all.matrice[,1]==valeurj,2]
T3j.vecteur<-t(Xj.matrice)%*%ginverse(Dj.matrice)%*%Yj.vecteur

T4j.vecteur<-t(Zj.vecteur)%*lginverse(Dj.matrice)%*%Yj.vecteur

Q.vecteur<-1/theta.vecteur[2]
*x(T3j.vecteur-aj.vecteur [1]*T2j.vecteur)*%T4j.vecteur)+Q.vecteur

Htfin du bloc for()

#Afficher le message,si la matrice n’est pas inversible
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erreur<-try(solve(P.matrice,Q.vecteur))
if (inherits(erreur,"Error"))

{

print(’La matrice nest pas inversible,hors du calcul de B=PQ’)

}

beta.vecteur<-solve(P.matrice,Q.vecteur)

# AlgorithmeEtape3d #
# Implantation Etape2 #
# Calculer theta(r) #
# #
R11=0
R12=0
R22=0
S1=0
S52=0

for(i in 1:length(unique(all.matrice[,1])))
{

valeurj=unique(all.matrice[,1]) [i]

Xj.matrice<-

all.matricelall.matrice[,1]==valeurj, (3:(ncol(all.matrice)-2))]
Dj .matrice<-

diag(all.matrice[all.matrice[,1]==valeurj,ncol(all.matrice)])
Zj.vecteur<-

all.matrice[all.matrice[,1]==valeurj, (ncol(all.matrice)-1)]

T5j.vecteur=t(Zj.vecteur)*)ginverse(Dj.matrice)%*%Zj.vecteur
aj.vecteur=1/(T5j.vecteur+theta.vecteur [2] /theta.vecteur[1])
Yj.vecteur<-all.matrice[all.matrice[,1]==valeurj,2]
Ej.vecteur<-Yj.vecteur-Xj.matricej)*%beta.vecteur

bj.vecteur=1/(theta.vecteur[1]+theta.vecteur[2]/T5j.vecteur)



68 ANNEXE . IMPLANTATION DU MODELE MULTINIVEAU

uj.vecteur=
t(Ej.vecteur)’*lsolve(Dj.matrice)%*%Zj.vecteur/T5j.vecteur

T6j.vecteur=t(Ej.vecteur-uj.vecteur [1]*Zj.vecteur) %*%
solve(Dj.matrice)’%*%(Ej.vecteur-uj.vecteur [1]*Zj.vecteur)

Nj=sum(donnees.matrice[donnees.matrice[,1]==valeurj,
ncol (donnees.matrice)])

#calculerR
R11=(donnees.matrice
[donnees.matrice[,1]==valeurj, (ncol(donnees.matrice)-1)][1])
*x(bj.vecteur[1] "2)+R11
Ri12=(donnees.matrice
[donnees.matrice[,1]==valeurj, (ncol(donnees.matrice)-1)][1])
*(bj.vecteur[1]°2)/T5j.vecteur[1]+R12
R22=(donnees.matrice
[donnees.matrice[,1]==valeurj, (ncol(donnees.matrice)-1)][1])
*(1/theta.vecteur[2] "2x(Nj-1)+(bj.vecteur[1]°2)/T5j.vecteur[1]~2)
+R22
#calculerS
S1=bj.vecteur[1] "2*uj.vecteur[1] "2+S1
S2=(1/theta.vecteur[2] "2*T6j.vecteur[1]
+bj.vecteur[1] “2*uj.vecteur[1] “2/T5j.vecteur[1])+S2
Htfin du bloc for()
R.matrice<-matrix(c(R11,R12,R12,R22) ,nrow=2,ncol=2,byrow=T)

S.vecteur<-matrix(c(S1,S52) ,nrow=2,ncol=1,byrow=T)

#Afficher le message,si la matrice n’est pas inversible
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erreur<-try(solve(R.matrix,S.vecteur))
if (inherits(erreur, "Error"))

{

print(’Matrice nest pas inversible hors du calcul de Theta=RS’)

}
theta.vecteur<-solve(R.matrice,S.vecteur)
#modification si des variances sont negatives

if (theta.vecteur[1]1<0)
{

theta.vecteur[1]=0

}

if (theta.vecteur[2]<0)

{
theta.vecteur[2]=0

b

Htfin de while

Calculer les variances de Beta

=+ H H=
H H R

w2cc.matrice<-
matrix(0,nrow=ncol(all.matrice)-4,ncol=ncol(all.matrice)-4,byrow=T)

for(i in 1:length(unique(all.matrice([,1])))
{

valeurj=unique(all.matrice[,1]) [i]

Xj.matrice<-
all.matricelall.matrice[,1]==valeurj, (3:(ncol(all.matrice)-2))]
Dj.matrice<-
diag(all.matrice[all.matrice[,1]==valeurj,ncol(all.matrice)])
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Zj.vecteur<-

all.matrice[all.matrice[,1]==valeurj, (ncol(all.matrice)-1)]
T5j.vecteur=t(Zj.vecteur)%*)ginverse(Dj.matrice)%*%Zj.vecteur
aj.vecteur=1/(T5j.vecteur+theta.vecteur [2] /theta.vecteur[1])
Yj.vecteur<-all.matrice[all.matricel[,1]==valeurj,2]
Ej.vecteur<-Yj.vecteur-Xj.matrice)*x%beta.vecteur

T2j.vecteur<-t(Xj.matrice)%*%ginverse(Dj.matrice)%*%Zj.vecteur
T7j.vecteur<-t(Xj.matrice)%*’%ginverse(Dj.matrice)%*%Ej.vecteur
T8j.vecteur<-t(Ej.vecteur)%*ginverse(Dj.matrice)%*%Zj.vecteur

cj.vecteur<-
T7j.vecteur-aj.vecteur [1]*(T2j.vecteur)%*%t (T8j.vecteur)
w2cc.matrice<-cj.vecteur)*%t(cj.vecteur)+w2cc.matrice
Htfin du bloc for()
m=length(unique(all.matrice[,1]))
varBeta.vecteur<-

m/(m-1)*ginverse(P.matrice)%*%w2cc.matrice
hxhginverse(P.matrice)/theta.vecteur[2] "2

Calculer les variances de Theta

=+ H H=
H O H R

w2dd.matrice<-matrix(0,nrow=2,ncol=2,byrow=T)

for(i in 1:length(unique(all.matrice([,1])))
{

valeurj=unique(all.matrice[,1]) [i]

Xj.matrice<-
all.matrice[all.matrice[,1]==valeurj, (3:(ncol(all.matrice)-2))]
Dj.matrice<-
diag(all.matrice[all.matrice[,1]==valeurj,ncol(all.matrice)])
Zj.vecteur<-



all.matricelall.matrice[,1]==valeurj, (ncol(all.matrice)-1)]

T5j.vecteur=t(Zj.vecteur)%*)ginverse(Dj.matrice)%*%Zj.vecteur
aj.vecteur=1/(T5j.vecteur+theta.vecteur [2] /theta.vecteur[1])
Yj.vecteur<-all.matrice[all.matrice[,1]==valeurj,2]
Ej.vecteur<-Yj.vecteur-Xj.matrice)*x%beta.vecteur

bj.vecteur=1/(theta.vecteur[1]+theta.vecteur[2]/T5j.vecteur)

uj.vecteur=
t(Ej.vecteur)¥%*Ysolve(Dj.matrice)%*%Zj.vecteur/T5j.vecteur

T6j.vecteur=
t(Ej.vecteur-uj.vecteur[1]*Zj.vecteur)’*)solve(Dj.matrice)
%*x%(Ej.vecteur-uj.vecteur [1]*Zj.vecteur)

Nj=sum(donnees.matrice[donnees.matrice[,1]==valeurj,
ncol(donnees.matrice)])

#tcalculerR

Ri1=(donnees.matrice
[donnees.matrice[,1]==valeurj, (ncol(donnees.matrice)-1)][1])
*(bj.vecteur[1]"2)

Ri12=(donnees.matrice
[donnees.matrice[,1]==valeurj, (ncol(donnees.matrice)-1)][1])
*(bj.vecteur[1]~2)/T5j.vecteur[1]

R22=donnees.matrice
[donnees.matrice[,1]==valeurj, (ncol(donnees.matrice)-1)] [1]*
(1/theta.vecteur[2] "2*(Nj-1)+(bj.vecteur[1]~2)/T5j.vecteur[1]~2)
#calculerS

S1=bj.vecteur[1] “2*uj.vecteur[1] "2

S2=(1/theta.vecteur[2] "2*T6j.vecteur[1]

+bj.vecteur[1] "2*uj.vecteur[1]~2/T5j.vecteur[1])

Rj.matrice<-matrix(c(R11,R12,R12,R22) ,nrow=2,ncol=2,byrow=T)
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Sj.vecteur<-matrix(c(S1,582) ,nrow=2,ncol=1,byrow=T)

wdj.vecteur<-Sj.vecteur-Rj.matricel*%theta.vecteur
w2dd.matrice<-wdj.vecteur’*)t (wdj.vecteur)

Htfin du bloc for()

varTheta.vecteur<-
m/(m-1)*ginverse (R.matrice)%*%w2dd.matrice)*),ginverse(R.matrice)

ecartBeta<-c((varBeta.vecteur[1,1]) 0.5, (varBeta.vecteur[2,2])°0.5)
ecartTheta<-
c((varTheta.vecteur[1,1])°0.5, (varTheta.vecteur[2,2])~0.5)

#Affichage

print (’Beta:’)

print (beta.vecteur)
print (’Theta:’)
print (theta.vecteur)
print ("#Iteration:’)
print(nbIteration)

print (’BetaEcart’)
print (ecartBeta)

print (’ThetaEcart’)
print (ecartTheta)

return(NULL)

}#findefonction
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